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Σκοπός της παρούσας εργασίας, είναι η ανάλυση της πολιτικής διάθεσης 

εύρους ζώνης balanced fairness και της πιθανότητας απώλειας πακέτων σε δίκτυα IP 

τεχνολογίας. Παραθέτονται οι σχέσεις υπολογισµού και για τις δύο περιπτώσεις και 

αναπτύσσονται οι αναδροµικοί τύποι. Τέλος, γίνεται ο µαθηµατικός υπολογισµός της 

διεκπεραιωτικής ικανότητας µιας ροής (flow throughput) µέσω αναδροµικού τύπου ο 

οποίος έχει δηµιουργηθεί σε γλώσσα υψηλού επιπέδου C++. 

 

Η θεωρία της τηλεπικοινωνιακής κίνησης που βασίζεται στον τύπο του 

Erlang, δεν µπορεί να εφαρµοστεί στα δίκτυα IP, των οποίων οι πόροι µοιράζονται 

δυναµικά στις ελαστικές ροές κίνησης. Ωστόσο στην βιβλιογραφία έχουν προταθεί 

αναδροµικοί µαθηµατικοί τύποι µέσω των οποίων µπορούν να υπολογιστούν οι 

βασικές παράµετροι απόδοσης ενός δικτύου (π.χ. διεκπεραιωτική ικανότητα ροής, 

απώλεια πακέτων).  

 

Σε αυτή την εργασία, εστιάζουµε σε µια γραµµή, η οποία εξυπηρετεί ροές 

διαφορετικών κατηγοριών ελαστικής κίνησης. Η διάθεση του εύρους ζώνης της 

γραµµής γίνεται σύµφωνα µε την πολιτική balanced fairness. Κάθε ροή έχει µια 

µέγιστη απαίτηση σε εύρος ζώνης ίση µε την χωρητικότητα της γραµµής, ενώ η 

άφιξη των ροών ακολουθεί µια διαδικασία Poisson. Στο πρώτο κεφάλαιο της 

εργασίας παρουσιάζεται αρχικά η πολιτική balanced fairness και εν συνεχεία ένας 

αναδροµικός τύπος υπολογισµού της διεκπεραιωτικής ικανότητας κάθε ροής. Ο 

αναδροµικός τύπος βασίζεται στον γνωστό αναδροµικό τύπο των Kaufman-Roberts, ο 

οποίος έχει χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό της πιθανότητας απώλειας κλήσεων 

σε δίκτυα circuit-switched. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας αναδροµικός 

τύπος για τον προσεγγιστικό υπολογισµό της πιθανότητας απώλειας πακέτων, 

βασισµένος επίσης στον τύπο των Kaufman-Roberts.   
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Στα πλαίσια της εκπόνησης αυτής της ∆ιπλωµατικής εργασίας κατά το 3ο 

εξάµηνο του ΠΜΣ «Προηγµένα Τηλεπικοινωνιακά Συστήµατα και ∆ίκτυα», της 

Σχολής Θετικών Επιστηµών, του τµήµατος Επιστηµών και Τεχνολογίας των 

Τηλεπικοινωνιών του Πανεπιστηµίου Πελοποννήσου, αποφάσισα να ασχοληθώ µε τη 

µελέτη του ρυθµού απώλειας πακέτων ελαστικής κίνησης σε δίκτυα IP. Τα βασικά 

αίτια που µε οδήγησαν στο να ακολουθήσω αυτή την κατεύθυνση επιλογής του 

θέµατος, είναι ότι στο µάθηµα του 2ου εξαµήνου «Προχωρηµένα Θέµατα ∆ικτύων», 

οι τεχνολογίες που παρουσιάζονταν ήταν πιο ενδιαφέρουσες και σύγχρονες ως προς 

την υλοποίησή τους.  

Ο σκελετός της εργασίας έχει ως ακολούθως: 

Στο κεφάλαιο 1, αναφέρουµε και µελετούµε την πολιτική διάθεσης εύρους 

ζώνης balanced fairness, υπολογίζουµε την διεκπεραιωτική ικανότητα µιας ροής 

(flow throughput) και παρουσιάζουµε έναν αναδροµικό τύπο για τον υπολογισµό της. 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου παραθέτονται παραδείγµατα, ώστε να γίνει πιο 

κατανοητή η µαθηµατική ανάλυση των τύπων που παρουσιάζονται. 

Στο κεφάλαιο 2, υπολογίζουµε την πιθανότητα απώλειας πακέτων σε δίκτυα 

IP, καθώς και έναν αναδροµικό τύπο για τον υπολογισµό της. 

Στο κεφάλαιο 3, παρουσιάζουµε τον κώδικα προγραµµατισµού σε C++ που 

δηµιουργήσαµε για τον υπολογισµό της διεκπεραιωτικής ικανότητας µιας ροής (flow 

throughput) µέσω του αναδροµικού της τύπου και την επεξήγησή του. 

Στον επισυναπτόµενο οπτικό δίσκο (CD) περιλαµβάνονται, εκτός από την 

εργασία σε ηλεκτρονική µορφή, αυτούσιος ο κώδικας του προγράµµατος σε αρχείο 

τύπου .cpp, καθώς και αρχείο τύπου .txt µε όνοµα «main.txt», στο οποίο περιέχεται 

παράδειγµα εισαγωγής τιµών µεταβλητών από αρχείο. 

  

Στο σηµείο αυτό, θα ήθελα να ευχαριστήσω θερµά τον επιβλέποντα καθηγητή 

µου, τον Λέκτορα του Πανεπιστηµίου Πελοποννήσου ∆ρα Ιωάννη Μοσχολιό, για την 

αµέριστη βοήθεια που µου προσέφερε για την υλοποίηση αυτής της διπλωµατικής 

εργασίας. Με βοήθησε στο να ανέβω ένα επίπεδο γνώσεων ακόµα σε αυτό που λέµε 

Τηλεπικοινωνιακή Κίνηση και γενικά Τηλεπικοινωνίες. Τέλος, θα ήθελα να 

ευχαριστήσω την οικογένειά µου, που όλα αυτά τα χρόνια µε βοηθά ηθικά και όχι 

µόνο, ώστε να πετύχω τους στόχους και τα όνειρά µου. 
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1.1 Περιγραφή της πολιτικής balanced fairness 

 
Θεωρούµε µια γραµµή χωρητικότητας C η οποία εξυπηρετεί ροές (flows) από Ν 

κατηγορίες κίνησης. Οι ροές της κατηγορίας i (i=1,…, N) έχουν µέγιστο και µέσο 

ρυθµό µετάδοσης  ic , iσ  αντίστοιχα, ενώ φθάνουν στην γραµµή ακολουθώντας µια 

διαδικασία Poisson µε ρυθµό iλ . Η ένταση της κίνησης (traffic intensity) της 

κατηγορίας i, ai, ορίζεται από την σχέση: 

i i ia λσ=                         (1) 

και εκφράζει, σε bit/s, τον µέσο όγκο κίνησης που προσφέρουν στο σύστηµα οι ροές 

της κατηγορίας i.  

Ορίζουµε επίσης το φορτίο κίνησης στην γραµµή λόγω της κατηγορίας i, pi, ως: 

i
i

a
p

C
=                         (2) 

Με βάση την σχέση (2), το συνολικό φορτίο κίνησης της γραµµής, p, δίνεται από την 

σχέση: 

1 1

1N N

i i
i i

p p a
C= =

= =∑ ∑                                                                                                         (3) 

Το σύστηµα στην κατάσταση ισορροπίας περιγράφεται από το διάνυσµα 

1 2( , ,..., )Nx x x=x  όπου ix  είναι ο αριθµός των ροών της κατηγορίας i που 

εξυπηρετούνται από την γραµµή χωρητικότητας C.  Με όµοιο τρόπο µπορούµε να 

ορίσουµε το διάνυσµα των µέγιστων ρυθµών µετάδοσης 1 2( , ,..., )Nc c c=c  και το 

διάνυσµα της έντασης κίνησης 1 2( , ,..., )Na a a=a . Τέλος ορίζουµε ως ie  το µοναδιαίο 

διάνυσµα µε 1 στο στοιχείο i και 0 στα υπόλοιπα στοιχεία (π.χ. 3 (0,0,1,0,...,0)e = ), 

καθώς και τα σύµβολα: 

1

! !
N

i
i

x x
=

=∏                                                                                                                      (4) 

1

i

N
xx

i
i

a a
=

=∏                                                                                                                   (5) 

1

.
N

i i
i

x c
=

=∏x c                                                                                                                  (6) 

τα οποία θα χρησιµοποιηθούν στην ανάλυση που ακολουθεί.  
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Η διάθεση του εύρους ζώνης της γραµµής στις ροές όλων των κατηγοριών κίνησης 

γίνεται βάσει της πολιτικής balanced fairness [1],[2]. Σύµφωνα µε την πολιτική αυτή, 

αν το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση ισορροπίας 1 2( , ,..., )Nx x x=x  και ( )iφ x είναι 

ο συνολικός ρυθµός µετάδοσης όλων των ροών της κατηγορίας i  τότε κάθε µία από 

τις ix ροές που εξυπηρετούνται από το σύστηµα στην κατάσταση x έχει ρυθµό 

µετάδοσης 
( )i

ix

φ x
. Ως παράδειγµα θεωρούµε δύο κατηγορίες κίνησης που 

εξυπηρετούνται από µια γραµµή χωρητικότητας C και έστω 1 2( , )x x=x  µία 

κατάσταση ισορροπίας του συστήµατος. Στην κατάσταση αυτή, κάθε ροή της πρώτης 

κατηγορίας έχει ρυθµό µετάδοσης 1

1

( )

x

φ x
ενώ κάθε ροή της δεύτερης κατηγορίας έχει 

ρυθµό µετάδοσης 2

2

( )

x

φ x
. Σε κάθε περίπτωση πρέπει να ισχύει 1 2( ) ( ) Cφ φ+ ≤x x . 

Βασικό πρόβληµα στην πολιτική balanced fairness είναι η εύρεση εκείνων των 

( )iφ x (i =1, 2,…,N) που εξασφαλίζουν την ύπαρξη τοπικής ισορροπίας (local balance) 

µεταξύ γειτονικών καταστάσεων της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Ως γειτονικές 

καταστάσεις ορίζουµε εκείνες που συνδέονται µεταξύ τους µέσω της άφιξης ή της 

αναχώρησης (τερµατισµού) µιας κλήσης. Η ύπαρξη τοπικής ισορροπίας είναι 

χρήσιµη για τον εύκολο υπολογισµό της πιθανότητας ( )P x  (το σύστηµα να βρίσκεται 

στην κατάσταση x ) τόσο σε συστήµατα απωλειών όσο και σε συστήµατα αναµονής 

[3]. Για την περίπτωση που εξετάζουµε έστω οι γειτονικές καταστάσεις 

1 2( , ,..., 1,..., )i i Ne x x x x− = −x  και 1 2( , ,..., ,..., )i Nx x x x=x . Τότε η εξίσωση τοπικής 

ισορροπίας µεταξύ των δύο καταστάσεων είναι της µορφής [2]: 

( ) ( ) ( )i i ia P e Pφ− =x x x                                                                                                 (7) 

Η σχέση (7), λόγω της (1), γράφεται επίσης ως: 

( )
( ) ( )i

i i
i

P e P
φ

λ
σ

− =
x

x x                                                                                                 (8) 

Προκειµένου λοιπόν να υπάρχει τοπική ισορροπία µεταξύ των γειτονικών 

καταστάσεων ie−x και x θα πρέπει ο όρος ( )iφ x  να δίνεται από την σχέση: 

( )
( )

( )
i i

i

a P e

P
φ

−
=

x
x

x
                                                                                                       (9) 
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Επιπρόσθετα, αν ορίσουµε την συνάρτηση ( )Φ x ως: 

1 2
1 2

1

( ) ( )
( )

... N
i

x Nx x
xN
i

i

P x P x

a a a
a

Φ

=

= =

∏
x                                                                                          (10) 

τότε η (9) λόγω της (10) µπορεί να γραφεί ως: 

( )
( )

( )
i

i

eΦ
φ

Φ
−

=
x

x
x

                                                                                                         (11) 

Συµπερασµατικά, µπορούµε να επιλέξουµε αυθαίρετες τιµές για τα ( )P x ή µια 

αυθαίρετη συνάρτηση ( )Φ x και να καταλήξουµε σε ένα σύστηµα στο οποίο υπάρχει 

τοπική ισορροπία αρκεί οι ρυθµοί µετάδοσης ( )iφ x  (i=1,…, N) να καθορίζονται από 

την (11).  

Η συνάρτηση ( )Φ x µπορεί να υπολογιστεί αναδροµικά µέσω της σχέσης [2]: 

1

0 , 0

1
( ) , 0 .

!
1

( - ) ,

i

ix

N

i
i

x ά i

x C
x c

e ά
C

αν για κ ποιο

Φ αν και

Φ διαφορετικ
=


 <



= ≥ ≤




∑

x x c

x

                                                                      (12) 

Σηµείωση: Προκειµένου να δείξουµε την χρήση της σχέσης (12), έστω Ν=2 και i=1. 

Τότε µέσω της (11) έχουµε: 1 1 2
1 1 1 2

1 2

( ) ( 1, )
( ) ( , )

( ) ( , )

e x x
x x

x x

Φ Φ
φ φ

Φ Φ
− −

= = =
x

x
x

και λόγω της 

(12) προκύπτει τελικά ότι 
1 2

1 2

1
1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 1

1 2 1 2

1
( ) ( 1)! !

( ) ( , )
1( )

! !

x x

x x

e x x c c
x x x c

x x c c

Φ
φ φ

Φ

−− −
= = = =

x
x

x
. 

Πράγµατι, όταν . C≤x c τότε ο µέγιστος ρυθµός µετάδοσης µιας ροής της πρώτης 

κατηγορίας δίνεται από την σχέση 1
1

1

( )
c

x

φ
=

x
. 

Μέσω της σχέσης (11) µπορεί να δειχθεί ότι σ’ ένα σύστηµα στο οποίο 

εφαρµόζεται η πολιτική balanced fairness ισχύει η σχέση (balance property) [4]: 

( ) ( ) ( ) ( )i j i j i j- e - eφ φ φ φ=x x x x                                                                                      (13) 

αφού και οι δύο όροι της εξίσωσης είναι ίσοι µε ( ) ( )i je eΦ Φ− −x x . 

Η σχέση (13) γράφεται και ως: 
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( ) ( )

( ) ( )
j i i j

j i

- e - eφ φ

φ φ
=

x x

x x
                                                                                                  (14) 

δηλαδή, η σχετική µεταβολή του ρυθµού µετάδοσης που διανέµεται στην κατηγορία j 

λόγω τερµατισµού µιας ροής i (αριστερός όρος της (14)) ισούται µε την  σχετική 

µεταβολή του ρυθµού µετάδοσης που διανέµεται στην κατηγορία i λόγω τερµατισµού 

µιας ροής j (δεξιός όρος της (14)).   

Σηµείωση: Προκειµένου να επαληθεύσουµε την σχέση (14), έστω Ν = 2 και 1 2( , )x x=x . 

Τότε: 

 1 2
1

1 2

( 1, )
( )

( , )

x x

x x

Φ
φ

Φ
−

=x  και 1 2
2

1 2

( , 1)
( )

( , )

x x

x x

Φ
φ

Φ
−

=x . Επίσης 1 2
1 1 2

1 2

( 1, 1)
( , 1)

( , 1)

x x
x x

x x

Φ
φ

Φ
− −

− =
−

και 

1 2
1 1 2

1 2

( 1, 1)
( 1, )

( 1, )

x x
x x

x x

Φ
φ

Φ
− −

− =
−

. Από τις δύο τελευταίες σχέσεις έχουµε 

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2( , 1) ( , 1) ( 1, ) ( 1, )x x x x x x x xφ Φ φ Φ− − = − − και µέσω των σχέσεων που δίνουν τα 

1 2( ), ( )φ φx x  προκύπτει τελικά ότι: 1 1 2 1 2 1 2 2( , 1) ( ) ( 1, ) ( )x x x x x xφ φ φ φ− = −  που είναι η σχέση 

(14) για δύο κατηγορίες κίνησης.  

 

Η πιθανότητα ( )P x  (το σύστηµα να βρίσκεται στην κατάσταση x , υπολογίζεται 

από την σχέση [2]: 

( )
( )

( )

X
P

X
=
∑ y

x
x

y
                                                                                                        (15) 

όπου 

( ) ( ) xX Φ α=x x                                                                                                           (16) 

ενώ το άθροισµα στον παρονοµαστή της (15) είναι πεπερασµένο όταν p<1 

1 1

1
N N

i i
i i

p a C
= =

⇒ < ⇒ <∑ ∑ . 

 

1.2 Υπολογισµός της διεκπεραιωτικής ικανότητας µιας ροής (flow 

throughput) 

 
Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται ο ορισµός της διεκπεραιωτικής ικανότητας 

µιας ροής καθώς και ένας µη αναδροµικός τύπος υπολογισµού αυτής.  
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Η διεκπεραιωτική ικανότητα µιας ροής i, iγ , δίνεται από τον λόγο του µέσου 

ρυθµού µετάδοσης της ροής προς την µέση διάρκεια εξυπηρέτησης της ροής. Η µέση 

διάρκεια εξυπηρέτησης της ροής ισούται σύµφωνα µε τον νόµο του Little µε 

[ ] /i iE X λ . Εποµένως: 

[ ]
i

i
i

i

E X
σ

γ

λ

=                                                                                                                 (17) 

Η σχέση (17), βάσει του ορισµού της µέσης τιµής και µέσω της σχέσης (15) γράφεται 

ως εξής: 

( )

[ ] [ ] ( ) ( )
i i i i x

i i
i i i ix x

Xa a
a

E X E X x P x X

λσ
γ = = = =

∑
∑ ∑

x

x x
                                                        (18) 

Το γεγονός ότι ο παραπάνω τύπος δεν είναι αναδροµικός, εµποδίζει την εφαρµογή 

του σε συστήµατα µε µεγάλη χωρητικότητα και πολλές κατηγορίες κίνησης. 

Προκειµένου να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα αυτό, παρουσιάζεται στην επόµενη 

παράγραφο ένας αναδροµικός τύπος υπολογισµού της διεκπεραιωτικής ικανότητας.    

 

1.3 Αναδροµικός τύπος υπολογισµού της διεκπεραιωτικής ικανότητας 

µιας ροής 

 
 Υποθέτουµε αρχικά, ότι η χωρητικότητα της γραµµής C και οι µέγιστοι ρυθµοί 

µετάδοσης 1 2, ,..., Nc c c  είναι ακέραιοι αριθµοί. Η υπόθεση αυτή δεν είναι δεσµευτική 

εφόσον το σύστηµα που εξετάζουµε είναι ισοδύναµο µε ένα σύστηµα µοναδιαίας 

χωρητικότητας και µέγιστων ρυθµών µετάδοσης 1 2/ , / ,..., /Nc C c C c C . 

Για κάθε ακέραιο n µε n = 1,…,C, ορίζουµε την πιθανότητα το σύστηµα να 

βρίσκεται στην κατάσταση n, p(n), ως: 

:

( ) ( )
n

p n X
=

= ∑
x x.c

x                                                                                                        (19) 

Επίσης ορίζουµε την µέση τιµή του πληθυσµού των ροών της κατηγορίας i στην 

κατάσταση n, ( )iq n , ως:  

:

( ) ( )i i
n

q n x X
=

= ∑
x x.c

x                                                                                                     (20) 

Η σχέση (18) µε την βοήθεια των (19), (20) γράφεται ως εξής: 



 14 

0

0

( )

( )
n

i i
in

p n
a

q n
γ ≥

≥

=
∑
∑

                                                                                                     (21) 

Ο αναδροµικός υπολογισµός της διεκπεραιωτικής ικανότητας iγ γίνεται σε δύο 

βήµατα. Στο πρώτο βήµα υπολογίζουµε τις τιµές των p(n) και ( )iq n για n = 1,…,C 

σύµφωνα µε τις σχέσεις [2]: 

1

1 , 0

( ) ( ) , 1,...,

0 ,

N
j

j
j

n

a
p n p n c n C

n

ά

για

για

διαφορετικ
=

=



= − =



∑                                                                     (22)  

1

( ) ( ) , 1,...,
( )

0 ,

N
ji

i i j
ji

aa
p n c q n c n C

q n n n

ά

για

διαφορετικ
=


− + − =

= 



∑
                                               (23) 

Στο δεύτερο βήµα (περίπτωση όπου n > C) έχουµε ότι: 

1 1

N
i i

i

p p
p

p=

=
−∑                                                                                                               (24)  

όπου 

( )
i

i
C c n C

p p n
− < ≤

= ∑                                                                                                      (25) 

11 1

N
j iji

i i
j

p qp p
q p

p p=

+
= +

− −∑                                                                                             (26) 

και 

( )
j

iij
C c n C

q q n
− < ≤

= ∑                                                                                                      (27) 

 

Η απόδειξη των σχέσεων (23)-(26) παραλείπεται. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει 

στην εργασία [2]. Η απόδειξη της σχέσης (22) (γνωστή στην βιβλιογραφία και ως 

Kaufman-Roberts formula) παρουσιάζεται στην εργασία [5].    
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1.4 Παραδείγµατα 

 
1ο παράδειγµα 

 
 Το πρώτο παράδειγµα είναι ιδιαίτερα µικρό και χρησιµοποιείται ως tutorial 

προκειµένου να δείξουµε αναλυτικά όλες τις επιµέρους πράξεις που απαιτούνται για 

τον υπολογισµό της διεκπεραιωτικής ικανότητας.  

 Θεωρούµε µια γραµµή χωρητικότητας C = 3, η οποία εξυπηρετεί N = 2 κατηγορίες 

κίνησης. Οι µέγιστοι ρυθµοί µετάδοσης των κατηγοριών κίνησης είναι οι εξής: 1c =1 

και 2c =2. Αντίστοιχα η ένταση της κίνησης για κάθε κατηγορία κίνησης είναι 1a =1,

 2a =1. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι λύσεις και τα αποτελέσµατα των µαθηµατικών 

εξισώσεων για τα p(n), καθώς και οι λύσεις και τα αποτελέσµατα της 

διεκπεραιωτικής ικανότητας iγ  κάθε κατηγορίας κίνησης i ως συνάρτηση του 

φορτίου κίνησης της γραµµής p. 

Άρα έχουµε: 

1

( ) ( )
N

j
j

j

a
p n p n c

n=

= −∑  

 

1 2
1 2

1 1
(1) (1 ) (1 ) (1 1) (1 2)

1 1 1 1
1 1 1

(0) ( 1) 1 0 1
1 1 1

a a
p p c p c p p

p p

= − + − = − + − =

= + − = ⋅ + =
 

 
 

1 2
1 2

1 1
(2) (2 ) (2 ) (2 1) (2 2)

2 2 2 2
1 1 1 1

(1) (0) 1 1 1
2 2 2 2

a a
p p c p c p p

p p

= − + − = − + − =

= + = ⋅ + ⋅ =
 

 
 

1 2
1 2

1 1
(3) (3 ) (3 ) (3 1) (3 2)

3 3 3 3
1 1 1 1 2

(2) (1) 1 1
3 3 3 3 3

a a
p p c p c p p

p p

= − + − = − + − =

= + = ⋅ + ⋅ =
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1

( ) ( ) ( )
N

ji
i i i j

j

aa
q n p n c q n c

n n=

= − + −∑  

 
 

1 1 2
1 1 1 1 1 1 2

1

1 1 1 1

1
(1) (1 ) (1 ) (1 1) (1 ) (1 )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
(0) (1 1) (1 2) 1 (0) ( 1)

1 1 1 1 1 1
1

0 0 1
1

N
j

j
j

aa a a
q p c q c p q c q c

p q q q q

=

= − + − = − + − + − =

= + − + − = ⋅ + + − =

= + + =

∑

 

 
 

1 1 2
1 1 1 1 1 1 2

1

1 1 1 1

1
(2) (2 ) (2 ) (2 1) (2 ) (2 )

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
(1) (2 1) (2 2) 1 (1) (0)

2 2 2 2 2 2
1 1

1 0 1
2 2

N
j

j
j

aa a a
q p c q c p q c q c

p q q q q

=

= − + − = − + − + − =

= + − + − = ⋅ + + =

= + ⋅ + =

∑

 

 

1 1 2
1 1 1 1 1 1 2

1

1 1 1 1

1
(3) (3 ) (3 ) (3 1) (3 ) (3 )

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
(2) (3 1) (3 2) 1 (2) (1)

3 3 3 3 3 3
1 1 1

1 1 1
3 3 3

N
j

j
j

aa a a
q p c q c p q c q c

p q q q q

=

= − + − = − + − + − =

= + − + − = ⋅ + + =

= + ⋅ + ⋅ =

∑

 

 
 

2 1 2
2 2 2 2 1 2 2

1

2 2 2 2

1
(1) (1 ) (1 ) (1 2) (1 ) (1 )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
( 1) (1 1) (1 2) 0 (0) ( 1)

1 1 1 1 2
0 0 0 0

N
j

j
j

aa a a
q p c q c p q c q c

p q q q q

=

= − + − = − + − + − =

= − + − + − = + + − =

= + + =

∑

 

 
 

2 1 2
2 2 2 2 1 2 2

1

2 2 2 2

1
(2) (2 ) (2 ) (2 2) (2 ) (2 )

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
(0) (2 1) (2 2) 1 (1) (0)

2 2 2 2 2 2
1 1

0 0
2 2

N
j

j
j

aa a a
q p c q c p q c q c

p q q q q

=

= − + − = − + − + − =

= + − + − = ⋅ + + =

= + + =

∑

 



 17 

2 1 2
2 2 2 2 1 2 2

1

2 2 2 2

1
(3) (3 ) (3 ) (3 2) (3 ) (3 )

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
(1) (3 1) (3 2) 1 (2) (1)

3 3 3 3 3 3
1 1 1 1

0
3 3 2 2

N
j

j
j

aa a a
q p c q c p q c q c

p q q q q

=

= − + − = − + − + − =

= + − + − = ⋅ + + =

= + ⋅ + =

∑

 

 
 

Για να υπολογίσουµε το 
1 1

N
i i

i

p p
p

p=

=
−∑ , θα πρέπει πρώτα να υπολογίσουµε το ip , το ip και 

το p . 

Άρα έχουµε: 

i
i

a
p

C
=  

 

1
1

1

3

a
p

C
= =  

2
2

1

3

a
p

C
= =  

 

1

( )
i

C

i
n C c

p p n
= − +

= ∑  

 
 

3

1
3 1 1

2
( ) (3)

3
p p n p

− +

= = =∑  

 
3

2
3 2 1

2 5
( ) (2) (3) 1

3 3
p p n p p

− +

= = + = + =∑  

 
 
 

1

N

i
i

p p
=

=∑  

 
 

2

1 2
1

1 1 2

3 3 3ip p p p= = + = + =∑  
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άρα: 
1 1

N
i i

i

p p
p

p=

=
−∑  

 
 

2
1 21 2

1

1 2 1 5
6 15 73 3 3 3

2 21 1 1 9 9 31 1
3 3

i i

i

p p p p p p
p

p p p=

⋅ ⋅
= = + = + = + =

− − − − −
∑  

 
 

1

( )
j

C

ii j
n C c

q q n
= − +

= ∑  

 
3 3

1 1 111
3 1 1 3

( ) ( ) (3) 1q q n q n q
− +

= = = =∑ ∑  

 
 

3 3

1 1 1 112
3 2 1 2

( ) ( ) (2) (3) 1 1 2q q n q n q q
− +

= = = + = + =∑ ∑  

 
3 3

2 2 221
3 1 1 3

1
( ) ( ) (3)

2
q q n q n q

− +

= = = =∑ ∑  

 
 

3 3

2 2 2 222
3 2 1 2

1 1
( ) ( ) (2) (3) 1

2 2
q q n q n q q

− +

= = = + = + =∑ ∑  

 
 

11 1

N
j i ji

ii
j

p qp p
q p

p p=

+
= +

− −∑  

 

2
1 1 21 1 11 12

1 11
11 1 1 1 1

2 7 1 1
1 21 13 3 3 3 9 1 2 6

2 2 23 31 1 1
3 3 3

j j

j

p qp p p p p q p q
q p p

p p p p p=

+ +
= + = + + =

− − − − −

+ ⋅ ⋅
= ⋅ + + = ⋅ + + =

− − −

∑
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2
2 1 22 2 21 22

2 22
11 1 1 1 1

5 7 1 1 1
11 1 33 3 3 2 3 12 1 5,5

2 2 23 3 61 1 1
3 3 3

j j

j

p qp p p p p q p q
q p p

p p p p p=

+ +
= + = + + =

− − − − −

+ ⋅ ⋅
= ⋅ + + = ⋅ + + =

− − −

∑

 

 

 

0

0

( )

( )
n

i i
n i

p n

q n
γ α ≥

≥

= ∑
∑  

 

1 1

1 1 1 1 1

(0) (1) (2) (3)

(0) (1) (2) (3)

2 7
1 1 1

3 31 0,6666
0 1 1 1 6

p p p p p

q q q q q
γ α

+ + + +
= =

+ + + +

+ + + +
= =

+ + + +

 

 
 

2 2

2 2 2 2 2

(0) (1) (2) (3)

(0) (1) (2) (3)

2 7
1 1 1

3 31 0,9230
1 1

0 0 5,5
2 2

p p p p p

q q q q q
γ α

+ + + +
= =

+ + + +

+ + + +
= =

+ + + +

 

 

 

2ο παράδειγµα 

 
 Θεωρούµε µια γραµµή χωρητικότητας C = 4, η οποία εξυπηρετεί N = 4 κατηγορίες 

κίνησης. Οι µέγιστοι ρυθµοί µετάδοσης των κατηγοριών κίνησης είναι οι εξής: 

1 2 41, 2,..., 4c c c= = = . Αντίστοιχα η ένταση της κίνησης για κάθε κατηγορία κίνησης 

δίνεται από την σχέση: 1 2 4...
pC

a a a
N

= = = = . 

Στο σχήµα 1 παρουσιάζεται η διεκπεραιωτική ικανότητα iγ  κάθε κατηγορίας κίνησης 

i ως συνάρτηση του φορτίου κίνησης της γραµµής p. Παρατηρούµε ότι για χαµηλές 

τιµές του φορτίου p, το σύστηµα δεν εξυπηρετεί πολλές ροές, εποµένως είναι 
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αναµενόµενο ο στιγµιαίος ρυθµός µετάδοσης κάθε ροής της κατηγορίας i να ισούται 

περίπου µε ci. Στην περίπτωση αυτή, η διεκπεραιωτική ικανότητα της κατηγορίας 

κίνησης i λαµβάνει τιµή κοντά στην τιµή ci. Όσο το φορτίο p αυξάνεται τόσο το 

σύστηµα πρέπει να εξυπηρετήσει πολλές ροές, µε αποτέλεσµα ο στιγµιαίος ρυθµός 

µετάδοσης κάθε ροής να µειώνεται. Η µείωση αυτή παρουσιάζεται στο σχήµα 1, όπου 

παρατηρούµε ότι για πολύ υψηλό φορτίο p, η διεκπεραιωτική ικανότητα τείνει στο 

µηδέν. Στον πίνακα 1 παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα της 

διεκπεραιωτικής ικανότητας της πρώτης και της τέταρτης κατηγορίας κίνησης. 

 

 

Σχήµα 1: ∆ιεκπεραιωτική ικανότητα συναρτήσει του φορτίου p (παράδειγµα 2) 

 

Link load FlowThroughput 
(1η κατηγορία) 

FlowThroughput 
(4η κατηγορία) 

0 0,999 3,999 

0,1 0,990 3,6 

0,2 0,973 3,2 

0,3 0,948 2,80 

0,4 0,910 2,4 

0,5 0,857 2 

0,6 0,782 1,6 

0,7 0,679 1,2 

0,8 0,533 0,8 

0,9 0,321 0,4 

1 0 0 

Πίνακας 1: Αναλυτικά αποτελέσµατα του 2ου παραδείγµατος για τις κατηγορίες 1 και 4 
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3ο παράδειγµα 

 
 Ακολουθούµε την λογική του δεύτερου παραδείγµατος, εξετάζοντας ένα 

µεγαλύτερο παράδειγµα. Θεωρούµε λοιπόν µια γραµµή χωρητικότητας C = 10, η 

οποία εξυπηρετεί N = 10 κατηγορίες κίνησης. Οι µέγιστοι ρυθµοί µετάδοσης των 

κατηγοριών κίνησης είναι οι εξής: 1 2 101, 2,..., 10c c c= = = . Αντίστοιχα η ένταση της 

κίνησης για κάθε κατηγορία κίνησης δίνεται από την σχέση: 1 2 10...
pC

a a a
N

= = = = . 

Στο σχήµα 2 παρουσιάζεται η διεκπεραιωτική ικανότητα iγ  κάθε κατηγορίας κίνησης 

i ως συνάρτηση του φορτίου κίνησης της γραµµής p.  Παρατηρούµε ότι για χαµηλές 

τιµές του φορτίου p, το σύστηµα είναι σχεδόν πάντοτε άδειο, εποµένως ο στιγµιαίος 

ρυθµός µετάδοσης κάθε ροής της κατηγορίας i είναι ίσος µε ci. Αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα, η διεκπεραιωτική ικανότητα της κατηγορίας κίνησης i να βρίσκεται 

κοντά στην τιµή ci. Για υψηλές τιµές του φορτίου p, το σύστηµα χρειάζεται να 

εξυπηρετήσει πολλές ροές, µε αποτέλεσµα ο στιγµιαίος ρυθµός µετάδοσης κάθε ροής 

να είναι πολύ µικρός (βλ. σχήµα 2). Στην περίπτωση αυτή, η διεκπεραιωτική 

ικανότητα όλων των κατηγοριών κίνησης τείνει στο µηδέν.  Στον πίνακα 2 

παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα της διεκπεραιωτικής ικανότητας των 

τριών πρώτων και της τελευταίας (δέκατης) κατηγορίας κίνησης. 

 

 

Σχήµα 2: ∆ιεκπεραιωτική ικανότητα συναρτήσει του φορτίου p (παράδειγµα 3) 

 



 22 

Link load 
FlowThroughput 

(1η κατηγορία) 
FlowThroughput 

(2η κατηγορία) 
FlowThroughput 

(3η κατηγορία) 
FlowThroughput 
(10η κατηγορία) 

0 0,999 1,999 2,997 9,9 

0,1 0,997 1,988 2,969 9 

0,2 0,992 1,966 2,912 8 

0,3 0,983 1,927 2,823 7 

0,4 0,968 1,869 2,693 6 

0,5 0,945 1,782 2,511 5 

0,6 0,909 1,656 2,262 4 

0,7 0,851 1,47 1,925 3 

0,8 0,75 1,19 1,469 2 

0,9 0,547 0,749 0,851 1 

1 0 0 0 0 

Πίνακας 2: Αναλυτικά αποτελέσµατα του 3ου παραδείγµατος για τις κατηγορίες κίνησης 1, 2, 3 και 10 

 

 

4ο παράδειγµα 

 
 Θεωρούµε µια επέκταση του τρίτου παραδείγµατος µε την εξής διαφορά: η ένταση 

της κίνησης για κάθε κατηγορία δίνεται από την σχέση: 3 4 10... 0.3a a a= = = =  , ενώ 

1 2

pC
a a

N
= = . Με άλλα λόγια, µεταβάλλεται µόνο η ένταση της κίνησης των δύο 

πρώτων κατηγοριών. Στο σχήµα 3 παρουσιάζεται η διεκπεραιωτική ικανότητα iγ  

κάθε κατηγορίας κίνησης i ως συνάρτηση του φορτίου κίνησης της γραµµής p.  

Παρατηρούµε ότι για σχεδόν όλες τις τιµές του p, το σύστηµα είναι σχεδόν άδειο, 

εποµένως ο στιγµιαίος ρυθµός µετάδοσης κάθε ροής της κατηγορίας i είναι σχεδόν 

ίσος µε ci. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα, η διεκπεραιωτική ικανότητα της κατηγορίας 

κίνησης i να βρίσκεται κοντά στην τιµή ci. Το παραπάνω συµπέρασµα είναι πιο 

έντονο για χαµηλές τιµές του p. Στον πίνακα 3 παρουσιάζονται αναλυτικά τα 

αποτελέσµατα της διεκπεραιωτικής ικανότητας των τριών πρώτων και της τελευταίας 

(δέκατης) κατηγορίας κίνησης. 
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Σχήµα 3: ∆ιεκπεραιωτική ικανότητα συναρτήσει του φορτίου p (παράδειγµα 4) 

 

Link load 
FlowThroughput 

(1η κατηγορία) 
FlowThroughput 

(2η κατηγορία) 
FlowThroughput 

(3η κατηγορία) 
FlowThroughput 
(10η κατηγορία) 

0 0,9881 1,9462 2,8650 7,5998 

0,1 0,9867 1,9406 2,8522 7,4 

0,2 0,9852 1,9345 2,8384 7,2 

0,3 0,9836 1,9279 2,8235 7,0 

0,4 0,9818 1,9208 2,8075 6,8 

0,5 0,9799 1,9131 2,7902 6,6 

0,6 0,9778 1,9047 2,7715 6,4 

0,7 0,9755 1,8956 2,7513 6,2 

0,8 0,9730 1,8857 2,7293 6,0 

0,9 0,9702 1,8748 2,7056 5,8 

1 0,9672 1,8630 2,6798 5,6002 

Πίνακας 3: Αναλυτικά αποτελέσµατα του 4ου παραδείγµατος για τις κατηγορίες κίνησης 1, 2, 3 και 10 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

Η πιθανότητα απώλειας πακέτων σε IP δίκτυα 
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2.1 Εισαγωγή 

 
 Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι η παρουσίαση ενός προσεγγιστικού και 

αναδροµικού τύπου για τον υπολογισµό της πιθανότητας απώλειας πακέτων σε 

δίκτυο IP τεχνολογίας. Η ανάλυση που ακολουθεί βασίζεται σε µια τηλεπικοινωνιακή 

γραµµή, της οποίας το διαθέσιµο εύρος ζώνης µοιράζεται σε ροές πολλών 

κατηγοριών κίνησης σύµφωνα µε την πολιτική balanced fairness που παρουσιάστηκε 

στο πρώτο κεφάλαιο. Ο αναδροµικός τύπος βασίζεται στον ακριβή αναδροµικό τύπο 

των Kaufman-Roberts, ο οποίος αποτελεί γενίκευση της Erlang B formula και 

χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της πιθανότητας απώλειας κλήσεων σε 

ενσύρµατα δίκτυα. 

 

2.2 Περιγραφή του µοντέλου 

 
Θεωρούµε εκ νέου µια γραµµή χωρητικότητας C η οποία εξυπηρετεί ροές 

προερχόµενες από Ν κατηγορίες κίνησης. Οι ροές της κατηγορίας i (i=1,…, N) έχουν 

µέγιστο και µέσο ρυθµό µετάδοσης  ic , iσ  αντίστοιχα, ενώ η άφιξη των ροών γίνεται 

µέσω µιας διαδικασίας Poisson µε ρυθµό iλ . Η ένταση της κίνησης της κατηγορίας i, 

ai, ορίζεται από την σχέση (1) ( i i ia λσ= ) ενώ το φορτίο κίνησης στην γραµµή λόγω 

της κατηγορίας i, pi, από την σχέση (2) ( i
i

a
p

C
= ). Βασιζόµενοι στην σχέση (2), 

µπορούµε να υπολογίσουµε το συνολικό φορτίο κίνησης της γραµµής, p, µέσω της 

σχέσης (3) (
1

N

i
i

p p
=

=∑ ).                                                                                                         

Όπως και στην περίπτωση του πρώτου κεφαλαίου, ορίζουµε το διάνυσµα 

1 2( , ,..., )Nx x x=x  όπου ix  είναι ο αριθµός των ροών της κατηγορίας i που 

εξυπηρετούνται από την γραµµή καθώς και το διάνυσµα: α) των µέγιστων ρυθµών 

µετάδοσης 1 2( , ,..., )Nc c c=c , β) της έντασης κίνησης 1 2( , ,..., )Na a a=a .  

Η πιθανότητα ( )P x  (το σύστηµα να βρίσκεται στην κατάσταση x ) υπολογίζεται 

από την σχέσεις (15)-(16), ενώ η συνάρτηση ( )Φ x  µπορεί να υπολογιστεί 

αναδροµικά µέσω της σχέσης (12) (και των βοηθητικών σχέσεων (4)-(6)). 
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2.3 Υπολογισµός της πιθανότητας απώλειας πακέτων 

 
Ο υπολογισµός της πιθανότητας απώλειας πακέτων βασίζεται στην υπόθεση 

(προσέγγιση) ότι απώλειες πακέτων συµβαίνουν κατά κύριο λόγο όταν η γραµµή 

είναι υπερφορτωµένη. ∆ηλαδή, όταν η γραµµή προσπαθεί να εξυπηρετήσει πολλές 

ροές πολλών κατηγοριών κίνησης.  

Σ’ αυτή την περίπτωση και θεωρώντας επίσης ότι οι ροές κίνησης εξυπηρετούνται 

µε τον µέγιστο ρυθµό µετάδοσης, η κίνηση που χάνεται (lost traffic) σε µια 

κατάσταση 1 2( , ,..., )Nx x x=x  είναι ίση µε C−x.c όταν Cx.c > (οπότε έχουµε ξεπεράσει 

την χωρητικότητα της γραµµής), διαφορετικά αν C≤x.c  τότε όλη η κίνηση 

εξυπηρετείται.  

Προκειµένου να υπολογιστεί η πιθανότητα απώλειας πακέτων προτείνεται η 

ακόλουθη προσεγγιστική σχέση [6]: 

: .
( . ) ( )

( . ) ( )
x x c C

x

C X
L

X
>

−
=
∑

∑
x c x

x c x
                                                                          (28) 

Η σχέση (28) υπολογίζεται εύκολα για µικρά συστήµατα που εξυπηρετούν λίγες 

κατηγορίες κίνησης. Στην περίπτωση όµως που ένα σύστηµα έχει υψηλή 

χωρητικότητα και εξυπηρετεί πολλές κατηγορίες κίνησης τότε ο υπολογισµός του L 

είναι χρονοβόρος. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα αυτό, προτείνεται 

στην επόµενη ενότητα ένας προσεγγιστικός αλλά αναδροµικός τύπος υπολογισµού 

της πιθανότητας απώλειας πακέτων L.  

 

2.4 Αναδροµικός τύπος υπολογισµού της πιθανότητας απώλειας 

πακέτων 

 
 Υποθέτουµε ότι η χωρητικότητα της γραµµής C και οι µέγιστοι ρυθµοί µετάδοσης 

1 2, ,..., Nc c c  είναι ακέραιοι αριθµοί.  

Για κάθε ακέραιο n µε n = 1,…,C, ορίζουµε την πιθανότητα το σύστηµα να 

βρίσκεται στην κατάσταση n, p(n), ως: 

:

( ) ( )
n

p n X
=

= ∑
x x.c

x                                                                                                      (29) 

 Ορίζουµε επίσης ως: 
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( )
n C

p p n
>

=∑                                                                                                            (30) 

και 

( )
n C

q np n
>

=∑                                                                                                            (31) 

Μέσω των σχέσεων (29), (30) και (31) η σχέση (28) γράφεται ως εξής: 

1
( )

C

n

q C p
L

np n q
=

−
=

+∑
                                                                                         (32) 

όπου ο υπολογισµός του L βασίζεται στην εύρεση των τιµών p(n) για n = 0,1,…,C 

καθώς και στην εύρεση των p , q για n>C.  

 Προκειµένου να υπολογίσουµε τις τιµές των p(n) χρησιµοποιούµε την σχέση [6]: 

1

1 , 0

( ) ( ) , 1,...,

0 ,

N
j

j
j

n

a
p n p n c n C

n

ά

για

για

διαφορετικ
=

=



= − =



∑                                                                  (33)  

Στην περίπτωση όπου n > C έχουµε ότι [6]: 

1 1

N
i i

i

p p
p

p=

=
−∑                                                                                                            (34)  

όπου 

( )
i

i
C c n C

p p n
− < ≤

= ∑                                                                                                   (35) 

και 

1

( ( ))

1

N
i i i i

i

p q c p p
q

p=

+ +
=

−∑                                                                                          (36) 

όπου  

( )
i

i
C c n C

q np n
− < ≤

= ∑                                                                                                   (37) 

Η απόδειξη των σχέσεων (34)-(37) παραλείπεται. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει 

στην εργασία [6].  
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2.5 Παραδείγµατα 

 
5ο παράδειγµα 

 
Θεωρούµε λοιπόν µια γραµµή χωρητικότητας C, η οποία εξυπηρετεί N = 10 

κατηγορίες κίνησης. Οι µέγιστοι ρυθµοί µετάδοσης των κατηγοριών κίνησης είναι οι 

εξής: 1 2 101, 2,..., 10c c c= = = . Αντίστοιχα η ένταση της κίνησης είναι ίδια για όλες τις 

κατηγορίες κίνησης. Στο σχήµα 4, παρουσιάζεται το µέγιστο φορτίο που µπορεί να 

µεταφέρει η γραµµή για διάφορες τιµές της απώλειας πακέτων L (5%, 1% και 0.1% 

από πάνω προς τα κάτω στην γραφική παράσταση) και διάφορες τιµές της 

χωρητικότητας C [6].  

 

 
Σχήµα 4: Μέγιστο φορτίο γραµµής συναρτήσει της χωρητικότητας C 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

Υλοποίηση προγράµµατος 
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3.1 Τρόποι εισαγωγής δεδοµένων 

 
Η γλώσσα προγραµµατισµού που χρησιµοποιήθηκε για την υλοποίηση της 

εργασίας είναι εξολοκλήρου η γλώσσα υψηλού επιπέδου C++, µε περιβάλλοντα 

µεταγλώττισης το Microsoft Visual Studio 2010 και το Bloodshed Dev-C++. 

 

Το συγκεκριµένο πρόγραµµα είναι προγραµµατισµένο, έτσι ώστε να δέχεται 

δύο τρόπους εισόδου τιµών µεταβλητών, οι οποίοι διαχωρίζονται µε µια εντολή 

απόφασης «if». Ο πρώτος τρόπος, είναι είσοδος των τιµών δεδοµένων από το χρήστη. 

Για να επιτευχθεί αυτό, τρέχουµε το εκτελέσιµο πρόγραµµα µε τη βοήθεια της 

γραµµής εντολών (command promp) και στην πρώτη απόφαση του προγράµµατος 

γράφουµε απλά την λέξη «manual». Στη συνέχεια εισάγουµε τις τιµές που θέλουµε 

στα µηνύµατα εκτύπωσης, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα 1: 

 

 
Εικόνα 1: Εισαγωγή δεδοµένων από το χρήστη 

 
Ο δεύτερος τρόπος, είναι η εισαγωγή των τιµών από αρχείο. Για να επιτευχθεί αυτό, 

τρέχουµε πάλι το εκτελέσιµο πρόγραµµα µε την βοήθεια της γραµµής εντολών 

(command promp) και στην πρώτη απόφαση του προγράµµατος γράφουµε το όνοµα 

και τον τύπο του αρχείου, έχοντας εισάγει και αποθηκεύσει πιο πριν τις τιµές των 

µεταβλητών στο συγκεκριµένο αρχείο, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα 2: 



 31 

 
Εικόνα 2: Εισαγωγή δεδοµένων από αρχείο 

 

 

3.2 Πρόγραµµα - Κώδικας 

 
Πιο κάτω παρατίθεται ο κώδικας του συγκεκριµένου προγράµµατος σε C++. 

 

001 #include <iostream> 

002 #include <iomanip> 

003 #include <fstream> 

004 #include <sstream> 

005  

006 #define CLEAN_STREAM(inOp) if (!(inOp)) { cin.clear(); cin.ignore(0x7FFF, '\n'); } 

007  

008 using namespace std; 

009  

010 long C; 

011 long N; 

012 long double* b; 

013 long double* a; 

014 long double G=1.0; 

015  

016 int ignoreBlank(ifstream&); 

017 bool loadFData(const char*); 

018 long double Formula(long); 

019 long double FormulaEx(long, long); 

020 int loadFile(char *f, long double *, long double *); 

021  

022 int main(int argc, char* argv[ ]) 

023 { 

024     int i, j, k; 

025     bool fileLoaded = false; 

026  

027     b = new long double[1000]; 

028     a = new long double[1000]; 
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029  

030     cout << setprecision(15); 

031  

032     char *fname; 

033     cout<<"Give filename or enter \"manual\" for manually inserting values"<<endl; 

034     CLEAN_STREAM(cin >> fname); 

035     if(!strstr(fname, "manual")) 

036         loadFile(fname, a, b); 

037     Else 

038     { 

039         cout << "Insert Capacity System C: "; 

040         CLEAN_STREAM(cin >> C); 

041      

042         while (C <= 0) 

043         { 

044             cout << "Please try again: "; 

045             CLEAN_STREAM(cin >> C); 

046         } 

047      

048         cout << "\nInsert Flow Classes N: "; 

049         CLEAN_STREAM(cin >> N); 

050       

051         while (N <= 0) 

052         { 

053             cout << "Please try again: "; 

054             CLEAN_STREAM(cin >> N); 

055         } 

056         Do 

057         { 

058             cout << "\nGive " << N << " Values for c[i]: "; 

059             for (i = 0; i < N; i++) 

060             { 

061                 if (!(cin >> b[i])) 

062                    break; 

063             } 

064      

065             if (i < N) 

066             { 

067                cout << "\nPlease try again."; 

068                CLEAN_STREAM(false); 

069             } 

070         } 

071         while (i < N); 

072      

073         Do 

074         { 

075             cout << "\nGive " << N << " Values for a[i]: "; 
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076             for (i = 0; i < N; i++){ 

077                 if (!(cin >> a[i])) 

078                    break; 

079             } 

080      

081             if (i < N) 

082             { 

083                cout << "\nPlease try again."; 

084                CLEAN_STREAM(false); 

085             } 

086         } 

087         while (i < N); 

088     } 

089  

090     cout<<"\n***************************************************"<<endl; 

091     cout<<"***************************************************\n"<<endl; 

092     cout<<"C: "<<C<<endl; 

093     cout<<"N: "<<N<<endl; 

094     cout<<"\n***************************************************\n"<<endl; 

095     cout<<"---> Control of Entry c[i]\n"<<endl; 

096     for(int i=0; i<10;i++) 

097         cout<<"c["<<i+1<<"]="<<b[i]<<endl; 

098         cout<<"\n***************************************************\n"<<endl; 

099     cout<<"---> Control of Entry a[i]\n"<<endl; 

100     for(int i=0; i<10;i++) 

101         cout<<"a["<<i+1<<"]="<<a[i]<<endl; 

102         cout<<"\n***************************************************"<<endl; 

103      

104     cout<<"\n__________________________________________________"<<endl; 

105     cout<<"Unnormalized Values p(n)"<<endl; 

106     cout<<"__________________________________________________\n"<<endl; 

107     for (i = 1; i <= C; i++) 

108     { 

109         cout <<"p(" << i << ")\t= " << Formula(i) << '\n'; 

110     } 

111  

112     for (i = 1; i <= C; i++) 

113     { 

114         G=G+Formula(i); 

115     } 

116     cout<<"\nThe Normalization Constant is G = " << G <<endl; 

117  

118     cout<<"\n__________________________________________________"<<endl; 

119     cout<<"Normalized Values p(n)"<<endl; 

120     cout<<"__________________________________________________\n"<<endl; 

121     for (i = 1; i <= C; i++) 

122     { 
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123         cout <<"p(" << i << ")\t= " << Formula(i)/G << '\n'; 

124     } 

125      

126     cout<<"\n__________________________________________________"<<endl; 

127     cout<<"Unnormalized Values q[i](n)"<<endl; 

128     cout<<"__________________________________________________\n"<<endl; 

129     for (k = 0; k < N; k++) 

130     { 

131         for (j = 1; j <= C; j++) 

132         { 

133             cout << "q[" << k+1 << "](" << j << ")\t= " << FormulaEx(k, j) << '\n'; 

134         } 

135     } 

136 cout<<"\n\n***************************************************\n"<<endl; 

137    

138 long double pmeso=0.0; 

139 long double pe=0.0; 

140 for (int i=0; i<N; i++) 

141 { 

142     pe+=a[i]/C; 

143 } 

144 long double qmesosglobal=0; 

145 for (int i=0; i<N; i++) 

146 { 

147     long double pform=0; 

148     long double ptemp=a[i]/C; 

149     for(int l=C-b[i]+1;l<=C;l++) 

150             pform+=Formula(l); 

151      

152     pmeso+=(ptemp*pform)/(1-pe); 

153 } 

154  

155 cout << "pbar:\t\t\t" << pmeso << endl; 

156 cout<<"\n***************************************************\n"<<endl; 

157  

158 long double ff=1; 

159 for (int i = 1; i <= C; i++) 

160 { 

161     ff+=Formula(i); 

162 } 

163  

164 for(int i=0; i<N; i++) 

165 { 

166         long double qmesos; 

167         long double ptemp=a[i]/C; 

168         long double pform=0; 

169         for(int l=C-b[i]+1;l<=C;l++) 
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170                 pform+=Formula(l); 

171  

172         long double seiraq=0; 

173         for (int ii=0; ii<N; ii++) 

174         { 

175             long double qtemp=a[ii]/C; 

176             long double qform=0; 

177             for(int l=C-b[ii]+1;l<=C;l++) 

178                     qform+=FormulaEx(i,l); 

179  

180             cout<<i+1<<"\t"<<ii+1<<"\t"<<"Qbarij:\t\t"<<qform<<endl; 

181              

182             seiraq+=(qtemp*qform)/(1-pe); 

183  

184        } 

185 cout<<"\n***************************************************\n"<<endl; 

186         qmesos=ptemp*(pform+pmeso)/(1-pe) + seiraq; 

187  

188         cout<<i+1<<"qbar:\t\t\t\t"<<qmesos<<endl; 

189  

190         long double ffex=0; 

191         for (int j = 1; j <= C; j++) 

192         { 

193             ffex+= FormulaEx(i, j) ; 

194         } 

195         long double gama1=a[i]*(ff+pmeso)/(ffex+qmesos); 

196  

197         cout<<i+1<<"throughput:\t\t\t"<<gama1<<endl; 

198  

199 } 

200 cout<<"\n***************************************************\n"<<endl; 

201 cout<<"\n\n\n------------Press [Enter] to terminate...------------\n\n"<<endl; 

202 cout<<"_________________Psarras Dimitrios_________________\n\n"<<endl; 

203  

204 CLEAN_STREAM(false); 

205 cin.get(); 

206 delete [] b; 

207 delete [] a; 

208  

209 return 0; 

210 } 

211  

212 long double FormulaEx(long k, long j) 

213 { 

214     long double reciprocal_j = 1.0L/j; 

215     long double result = reciprocal_j*a[k]*Formula(j - b[k]); 

216     long i; 
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217  

218     if (j <= 0) 

219        result = 0.0L; 

220     Else 

221     { 

222         for (i = 0; i < N; i++) 

223             result += reciprocal_j*a[i]*FormulaEx(k, j - b[i]); 

224     } 

225  

226     return result; 

227 } 

228  

229 long double Formula(long j) 

230 { 

231     long double result = 0.0L; 

232     long double reciprocal_j = 1.0L/j; 

233     long k; 

234  

235     if (j < 0) 

236        result = 0.0L; 

237     else if (j == 0) 

238        result = 1.0L; 

239     Else 

240     { 

241         for (k = 0; k < N; k++) 

242             result += reciprocal_j*a[k]*Formula(j - b[k]); 

243     } 

244  

245     return result; 

246 } 

247  

248 bool loadFData(const char* filepath) 

249 { 

250     ifstream infile; 

251     char temp; 

252     bool bad = false; 

253     int i; 

254  

255     infile.open(filepath); 

256  

257     if (infile.is_open()) 

258     { 

259         while (!bad) 

260         { 

261             temp = ignoreBlank(infile); 

262             if (temp == EOF) 

263                break; 
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264  

265             switch (temp) 

266             { 

267                 case 'C': 

268                    temp = ignoreBlank(infile); 

269  

270                    if (temp != '=' || !(infile >> C)) 

271                       bad = true; 

272                 break; 

273                 case 'N': 

274                    temp = ignoreBlank(infile); 

275  

276                    if (temp != '=' || !(infile >> N)) 

277                       bad = true; 

278                 break; 

279                 case 'b': 

280                    if (b != NULL) 

281                    { 

282                       delete [] b; 

283                       b = NULL; 

284                    } 

285  

286                    if (N <= 0) 

287                    { 

288                        cout << "N is uninitialised or has an invalid value\n"; 

289                        bad = true; 

290                    } 

291                    Else 

292                    { 

293                        b = new long double[N]; 

294  

295                        temp = ignoreBlank(infile); 

296  

297                        if (temp == '=') 

298                        { 

299                            temp = ignoreBlank(infile); 

300  

301                            if (temp == '{') 

302                            { 

303                                for (i = 0; i < N; i++){ 

304                                    if (!(infile >> b[i])) 

305                                    { 

306                                        bad = true; 

307                                        break; 

308                                    } 

309                                    temp = ignoreBlank(infile); 

310  
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311                                    if (temp != ',' && (i == N-1 && temp != '}')) 

312                                    { 

313                                        bad = true; 

314                                        break; 

315                                    } 

316                                } 

317                            } 

318                            Else 

319                               bad = true; 

320                        } 

321                        Else 

322                           bad = true; 

323                    } 

324                 break; 

325                 case 'a': 

326                    if (a != NULL) 

327                    { 

328                       delete [] a; 

329                       a = NULL; 

330                    } 

331  

332                    if (N <= 0) 

333                    { 

334                        printf("N is uninitialised or has an invalid value\n"); 

335                        bad = true; 

336                    } 

337                    Else 

338                    { 

339                        a = new long double[N]; 

340  

341                        temp = ignoreBlank(infile); 

342  

343                        if (temp == '=') 

344                        { 

345                            temp = ignoreBlank(infile); 

346  

347                            if (temp == '{') 

348                            { 

349                                for (i = 0; i < N; i++){ 

350                                    if (!(infile >> a[i])) 

351                                    { 

352                                        bad = true; 

353                                        break; 

354                                    } 

355                                    temp = ignoreBlank(infile); 

356  

357                                    if (temp != ',' && (i == N-1 && temp != '}')) 
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358                                    { 

359                                        bad = true; 

360                                        break; 

361                                    } 

362                                } 

363                            } 

364                            Else 

365                               bad = true; 

366                        } 

367                        Else 

368                           bad = true; 

369                    } 

370                 break; 

371                 default: 

372                    cout << "Unknown symbol \'" << temp << "\', ignoring...\n"; 

373             } 

374         } 

375  

376         if (!bad) 

377            return true; 

378         Else 

379         { 

380             cout << "Corrupted file! Ignoring...\n"; 

381             return false; 

382         } 

383     } 

384  

385     cout << '\'' << filepath << "\' doesn't exist or it's already locked by another program.\n"; 

386  

387     return false; 

388 } 

389  

390 int ignoreBlank(ifstream& infile) 

391 { 

392     char temp; 

393  

394     Do 

395     { 

396         if (!infile.get(temp)) 

397            return EOF; 

398  

399     }while (temp == ' '  || temp == '\t' || 

400             temp == '\v' || temp == '\r' || 

401             temp == '\n'); 

402  

403     return temp; 

404 } 
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405  

406 int loadFile(char *f, long double *a, long double *b) 

407 { 

408     ifstream ifile (f); 

409     string line; 

410     int cou=0; 

411     if (ifile.is_open()) 

412     { 

413         getline (ifile,line); 

414         long double item; 

415         std::stringstream os(line); 

416  

417         os>>item; 

418         N=item; 

419         os>>item; 

420         C=item; 

421  

422         while (!ifile.eof()) 

423         { 

424             getline (ifile,line); 

425             std::stringstream os(line); 

426  

427             cout<<"cou "<<cou<<endl; 

428             os>>item; 

429             a[cou]=item; 

430             os>>item; 

431             b[cou]=item; 

432  

433             cou++; 

434         } 

435     } 

436     Else 

437         return -1; 

438     ifile.close(); 

439     cout<<"Exiting normally"<<endl; 

440     return 1; 

441 } 

 

3.3 Επεξήγηση Προγράµµατος 

 
Στις γραµµές (001-004) εκτελούµε µε την “#” µια εντολή προεπεξεργασίας, ώστε 

να προετοιµάσουµε το πρόγραµµά µας. Πιο συγκεκριµένα καλούµε τον 

προεπεξεργαστή του προγράµµατος µεταγλώττισης, ώστε  να συµπεριλάβει τις εξής 

βιβλιοθήκες:  
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 iostream 

 iomanip 

 fstream 

 sstream 

Οι βιβλιοθήκες αυτές, είναι αναγκαίες να δηλωθούν στην αρχή του προγράµµατος και 

περιέχουν όλες αυτές τις εντολές, οι οποίες χρησιµοποιήθηκαν στο παραπάνω 

πρόγραµµα. Μόνο έτσι θα µπορεί να καταλάβει ο µεταγλωττιστής την χρήση της κάθε 

εντολής. Στη γραµµή (005) δηλώνουµε έναν «δυναµικό» πίνακα µε όνοµα 

«CLEAN_STREAM», ο οποίος δεσµεύει κελία και πόρους από την µνήµη RAM του 

υπολογιστή. Σε αυτά τα κελία γίνεται όλη η καταχώρηση τιµών του προγράµµατος και 

όταν αυτό σταµατήσει να τρέχει, τότε τα κελιά αδειάζουν αυτόµατα. Επειδή τα 

δεδοµένα που µπορεί να εισάγουµε από το συγκεκριµένο πρόγραµµα, µπορεί να µην 

είναι µικροί αριθµοί σε κλίµακα και σε µέγεθος και ακόµα για να πάρουµε όσο το 

δυνατόν πιο ακριβή αποτελέσµατα, χρησιµοποιούµε µεταβλητές τύπου «long» για 

ακέραιους τύπους µεταβλητών και µεταβλητές τύπου «long double» για δεκαδικούς 

τύπους µεταβλητών (διπλού ελέγχου). Πιο σπάνια χρησιµοποιούµε µεταβλητές τύπου 

«int» µόνο για δηλώσεις µετρητών και δεικτών. Στις γραµµές (010-011) δηλώνω τις 

µεταβλητές C και Ν, οι οποίες είναι η χωρητικότητα και οι κατηγορίες κίνησης του 

συστήµατος αντίστοιχα. Στις γραµµές (012-013) δηλώνω δύο πίνακες a και b, στους 

οποίους θα εισάγονται οι τιµές των µεταβλητών C, N, a[i], b[i] και θα ελέγχονται τα 

περιεχόµενα των πινάκων και οι διευθύνσεις των κελιών τους στο τέλος του 

προγράµµατος και σε ξεχωριστή συνάρτηση µε όνοµα loadFData. Στη γραµµή (014) 

δηλώνω και αρχικοποιώ την µεταβλητή G, µε την οποία θα υπολογίζω τις 

κανονικοποιηµένες τιµές του p(n). Στις γραµµές (016-020) δηλώνω τις συναρτήσεις 

µε τις εισόδους και τους τύπους αποτελεσµάτων που θα δώσουν. Αυτές οι 

συναρτήσεις έχουν δηµιουργηθεί έξω από την κεντρική συνάρτηση του προγράµµατος 

µε όνοµα «main» και είναι υπεύθυνες, καλώντας τες, για τον υπολογισµό των 

σχέσεων (22) και (23), την διαδικασία εισαγωγής δεδοµένων από αρχείο, καθώς και 

τον έλεγχο εισαγωγής των µεταβλητών. Στη γραµµή (022) καλώ την κεντρική 

συνάρτηση του προγράµµατος και στην γραµµή (024) δηλώνω τους µετρητές που θα 

χρησιµοποιηθούν για τις επαναλήψεις εισαγωγής των µεταβλητών C και Ν. Οι 

πίνακες a, b που είχαµε δηλώσει πιο πάνω, στις γραµµές (027-028) δεσµεύουν χώρο 

στην µνήµη RAM από 1000 κελιά ο καθένας (δίνω συγκεκριµένο µέγεθος) για 

καταχώρηση.  
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Με το που τρέχουµε το πρόγραµµα, εµφανίζεται  το µήνυµα «Give filename 

or enter \"manual\" for manually inserting values», το οποίο µας δίνει την 

δυνατότητα µε τις εντολές απόφασης που υπάρχουν στις γραµµές (035-088), να 

επιλέξουµε τον τρόπο εισαγωγής των δεδοµένων. Οι δύο τρόποι εισαγωγής των 

δεδοµένων αναφέρθηκαν στην ενότητα 2.1. Εάν θέλουµε να εισάγουµε τα δεδοµένα 

από αρχείο, τότε θα εκτελεστούν οι γραµµές  (034-036) µαζί µε την δήλωση του 

ονόµατος του αρχείου την γραµµή (032). Εάν θέλουµε να γίνει εισαγωγή δεδοµένων 

από το χρήστη θα ακολουθήσει το πρόγραµµα τις υπόλοιπες γραµµές (037-088). Εάν 

τα δεδοµένα που εισαχθούν για τις µεταβλητές C και Ν είναι αρνητικά, θα 

εµφανιστούν τα κατάλληλα µηνύµατα προς τον χρήστη, ώστε να τον ενηµερώσουν για 

την λανθασµένη εισαγωγή και να εισάγει νέα. Στις γραµµές (089-103) θα γίνει µια 

επαλήθευση και εκτύπωση των τιµών εισαγωγής των δεδοµένων, όπως φαίνεται στην 

εικόνα 3: 

 
Εικόνα 3: Έλεγχος εισαγωγής από το πρόγραµµα 

 

Στις γραµµές (104-111), έχουµε την εκτύπωση των αποτελεσµάτων των µη 

κανονικοποιηµένων τιµών για το p(n). Τα αποτελέσµατα του p(n) βρίσκονται µέσα σε 

ένα πίνακα µε όνοµα Formula(i), του οποίου ο υπολογισµός γίνεται µέσα σε µια άλλη 
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συνάρτηση του προγράµµατος στις γραµµές (229-246). Όµοια, ισχύει και για το qi(n), 

το οποίο υπολογίζεται στις γραµµές (126-136) και τα αποτελέσµατά του 

αποθηκεύονται σε έναν πίνακα µε όνοµα FormulaEx(k, j). Ο υπολογισµός αυτού του 

πίνακα γίνεται και αυτός εκτός κεντρικής συνάρτησης, σε µια άλλη συνάρτηση στις 

γραµµές (212-227). 

Συµπερασµατικά, τα αποτελέσµατα της σχέσης (22) 
1

( ) ( )
N

j
j

j

a
p n p n c

n=

= −∑  

βρίσκονται στον πίνακα Formula(i) και τα αποτελέσµατα της σχέσης 

1

( ) ( ) ( )
N

ji
i i i j

j

aa
q n p n c q n c

n n=

= − + −∑  βρίσκονται στον πίνακα FormulaEx(k,  j). 

Στον τύπο του p(n) στη γραµµή (242) έχουµε: 

 

 

 

 

 

 

 

Στον τύπο του qi(n), στις γραµµές (215),(223) έχουµε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα αποτελέσµατα του p(n) και του qi(n) εµφανίζονται µε τον εξής τρόπο στο 

πρόγραµµα: 

Μαθηµατική  σχέση Πρόγραµµα 

αj a[k] 

n j 

cj b[k] 

Μαθηµατική  σχέση Πρόγραµµα 

αi a[k] 

n j 

ci b[k] 

αj a[i] 

cj b[i] 
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Εικόνα 4: Εµφάνιση αποτελεσµάτων για p(n) και qi(n) 

 

Στη συνέχεια, στη γραµµές (140-143) υπολογίζουµε το p, όπου: 

. 

 

 

 

αφού πιο πριν έχω αρχικοποιήσει το p στη γραµµή (139). 

Στις ακόλουθες γραµµές (145-153) υπολογίζουµε το p , αφού πιο πριν έχω υπολογίσει 

το ip  και το ip . Το p  στον κώδικα αναπαριστάται ως pmeso, το ip  ως ptemp και το 

ip  ως pform. 

 

 

 

 

 

 

Στην γραµµή (155) γίνεται η εκτύπωση του p . 

Στις γραµµές (164-189) υπολογίζονται και τυπώνονται τα αποτελέσµατα για τα iq  και 

ijq . Πιο συγκεκριµένα, έχω ορίσει το 
1 1

N
j ij

j

p q

p= −∑ , δηλαδή το δεύτερο µέρος της σχέσης 

Μαθηµατική σχέση Πρόγραµµα 

αi a[i] 

P pe 

Μαθηµατική  σχέση Πρόγραµµα 

p  pmeso 

ip  ptemp 

ip  pform 
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(26), ως µία µεταβλητή µε όνοµα seiraq. Τα αποτελέσµατα της µεταβλητής seiraq τα 

τυπώνω στη γραµµή (182). Το jp  αναπαριστάται ως qtemp και το ijq  αναπαριστάται 

ως qform. Το ijq υπολογίζεται και τυπώνεται στις γραµµές (177-180). Αφού έχω 

υπολογίσει το ijq και δια µέσω αυτού, το άθροισµα σχέσης (26), είµαι σε θέση να 

υπολογίσω και το iq , γνωρίζοντας από τους παραπάνω υπολογισµούς το ip , το ip , το 

p  και το p . Το iq  είναι η µεταβλητή qmesos στο πρόγραµµα και τα αποτελέσµατα 

τυπώνονται στη γραµµή (186). Οι τελευταίοι υπολογισµοί στο πρόγραµµα γίνονται 

στις γραµµές (190-199). Σε αυτές τις γραµµές υπολογίζεται το flowthroughput και η 

µεταβλητή που το αναπαριστά ονοµάζεται gamma1. Τα αποτελέσµατα του 

Flowthroughput τυπώνονται στην γραµµή (197). 

 

Τα αποτελέσµατα του εκτελέσιµου αρχείου για τα p
, ijq

, iq  και flowthroughput 

απεικονίζονται στο πρόγραµµα όπως φαίνεται στην εικόνα 5: 

 

Εικόνα 5: Εµφάνιση αποτελεσµάτων για p , ijq , iq  και flowthroughput 

 

Τέλος, στις γραµµές (248-441), έχουν δηµιουργηθεί συναρτήσεις µε περισσότερους 

ελέγχους για τις τιµές των µεταβλητών που εισάγουµε, καθώς και τον κώδικα για την 

εισαγωγή των µεταβλητών από αρχείο και όχι από το χρήστη. 
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