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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 

΢ηα πιαίζηα εθπφλεζεο ηεο Πηπρηαθήο Δξγαζίαο θαηά ην 3
ν
 εμάκελν ηνπ 

Πξνγξάκκαηνο Μεηαπηπρηαθψλ ΢πνπδψλ (ΠΜ΢) «Πξνεγκέλα Σειεπηθνηλσληαθά 

΢πζηήκαηα θαη Γίθηπα» ηνπ Σκήκαηνο Δπηζηήκεο θαη Σερλνινγίαο Σειεπηθνηλσληψλ 

ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Πεινπνλλήζνπ, απνθάζηζα λα αζρνιεζψ κε ηε κειέηε ηεο 

επίδξαζεο ηεο ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο ζηα  ηειεπηθνηλσληαθά ζπζηήκαηα.  

Οη βαζηθέο αηηίεο πνπ κε νδήγεζαλ ζηελ απφθαζή κνπ απηή ήηαλ αθελφο ην γεγνλφο 

φηη ην αληίζηνηρν κάζεκα «Πξνρσξεκέλα Θέκαηα Γηθηχσλ» ηνπ 2
νπ

 εμακήλνπ κνπ 

θάλεθε ηδηαίηεξα ελδηαθέξνλ θαη αθεηέξνπ ε πξννπηηθή κειέηεο θαη αλάιπζεο 

κεζφδσλ βειηίσζεο ηεο απφδνζεο ησλ ηειεπηθνηλσληαθψλ ζπζηεκάησλ κνπ θάλεθε 

εμαηξεηηθά ειθπζηηθή. Η φιε κειέηε ηεο εξγαζίαο αλαπηχζζεηαη ζε 4 θεθάιαηα θαη 2 

παξαξηήκαηα σο εμήο : 

΢ην 1
ν
 Κεθάιαην, αλαθέξνληαη νη γεληθέο αξρέο ηεο ζεσξίαο ηεο ειαζηηθφηεηαο θαη ε 

εθαξκνγή ηεο ζηηο ηειεπηθνηλσλίεο σο ηερληθήο γηα ηε βειηίσζε ησλ παξερφκελσλ 

ππεξεζηψλ. ΢ην 2
ν
 Κεθάιαην, κειεηψληαη ηα ηειεπηθνηλσληαθά ζπζηήκαηα απσιεηψλ 

γηα κνλνδηάζηαηε θαη πνιπδηάζηαηε ηπραία θίλεζε. Πεξηγξάθεηαη ζηαηηζηηθά ε 

ηπραία θίλεζε πνπ δηέπεη ηελ αλάιπζε ηέηνησλ ζπζηεκάησλ θαη ηειηθά θαηαιήγνπκε 

ζηηο δπν ζεκαληηθφηεξεο θφξκνπιεο, ηελ Erlang B γηα κνλνδηάζηαηε θίλεζε θαη ηελ 

αλαδξνκηθή θφξκνπια ησλ Kaufman – Roberts γηα πνιπδηάζηαηε θίλεζε, πνπ 

παξέρνπλ ηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο κηαο θιήζεο, δεδνκέλσλ ησλ παξακέηξσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη ησλ απαηηήζεσλ ησλ ζπλδξνκεηψλ. 

Με ην 3
ν
 Κεθάιαην μεθηλά ε κειέηε ησλ ζπζηεκάησλ ειαζηηθήο θίλεζεο. 

Παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ε ζπιινγηζηηθή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζε ζπζηήκαηα 

κνλνδηάζηαηεο ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο θαη κέζσ αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο 

θαηαδεηθλχεηαη ε σθέιηκε επίδξαζε ηεο, ελ ζπγθξίζεη κε ηελ αληίζηνηρε κέζνδν 

Erlang B ηνπ 2
νπ

 θεθαιαίνπ. Αθνινχζσο ε κειέηε επεθηείλεηαη ζε πνιπδηάζηαηε 

θίλεζε. Αλαθέξνληαη νη ιφγνη γηα ηνπο νπνίνπο ην ειαζηηθφ κνληέιν γηα 

πνιπδηάζηαηε θίλεζε δελ κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ αλαδξνκηθήο ζρέζεο θαη ελ 

ζπλερεία παξνπζηάδεηαη ην αλαιπηηθφ κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε πνπ πξνζεγγίδεη ην 

ειαζηηθφ. Αθνινχζσο, κέζσ αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο θαηαδεηθλχνληαη αθελφο ην 

πφζν ηθαλνπνηεηηθή είλαη ε αλσηέξσ πξνζέγγηζε αθεηέξνπ ε επίδξαζε ηεο ειαζηηθήο 
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ζεσξίαο ζε ζπζηήκαηα πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο. Σέινο ζην 4
ν
 Κεθάιαην 

πξαγκαηνπνηείηαη κηα αξηζκεηηθή πξνζέγγηζε ησλ παξαπάλσ κνληέισλ, ελψ 

αλαιχνληαη θαη ηα απνηειέζκαηα, παξέρνληαο ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα. 

΢ηα Παξαξηήκαηα παξνπζηάδνληαη νη θψδηθεο πξνγξακκαηηζκνχ ησλ καζεκαηηθψλ 

εθθξάζεσλ (ζε MATLAB) αιιά θαη ηεο πξνζνκνίσζεο (ζε γιψζζα SIMSCRIPT 

II.5) ησλ δηαθφξσλ κνληέισλ απσιεηψλ, θαζψο θαη νξηζκέλα ζρφιηα πνπ ζα 

βνεζήζνπλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο ζπιινγηζηηθήο. ΢ηνλ επηζπλαπηφκελν νπηηθφ δίζθν 

(CD) πεξηιακβάλνληαη, πέξαλ ηεο εξγαζίαο ζε ειεθηξνληθή κνξθή, απηνχζηνη νη 

θψδηθεο (ρσξίο ηα ζρφιηα). 

΢ην ζεκείν απηφ, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηνλ επηβιέπνληα ηεο εξγαζίαο 

κνπ, Λέθηνξα ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Πεινπνλλήζνπ, Γξα Ισάλλε Μνζρνιηφ γηα ηελ 

πνιχηηκε αξσγή ηνπ. Ήηαλ απηφο πνπ κε κχεζε ζηε Θεσξία ηεο Σειεπηθνηλσληαθήο 

Κίλεζεο (teletraffic theory), πνπ κε ζηήξημε εζηθά θαη πξαθηηθά ζηηο δπζθνιίεο πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ θαηά ηελ εθπφλεζε ηεο εξγαζίαο κνπ, ήηαλ απηφο ρσξίο ηε βνήζεηα 

ηνπ νπνίνπ απηή ε εξγαζία δε ζα ππήξρε. Δπίζεο ζέισ λα επραξηζηήζσ ην 

ζπκθνηηεηή κνπ ζην ΠΜ΢ θν Κ. Πνπινππάηε γηα ηε ζπκπαξάζηαζε θαη ηηο 

πνιχηηκεο ζπκβνπιέο ηνπ φζνλ αθνξά ηελ πινπνίεζε ησλ ππνινγηζηηθψλ εθθξάζεσλ 

ζηνλ Η/Τ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

Ζ θευπία ηηρ ελαζηικόηηηαρ ζηιρ ηηλεπικοινυνίερ 

 

1. Γενικά 

Η παξνπζία ηεο ζεσξίαο ηεο ειαζηηθφηεηαο απνηειεί κηα πξφθιεζε ζηε δεκηνπξγία 

κνληέισλ ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο γηα ηελ  βειηηζηνπνίεζε θαη ηελ αμηνιφγεζε 

ηνπ άθξσο εηεξνγελνχο πεξηβάιινληνο ησλ ηειεπηθνηλσληαθψλ δηθηχσλ. Σα 

αλαπηπζζφκελα ηειεπηθνηλσληαθά κνληέια απσιεηψλ απαξηίδνληαη απφ εθζεηηθέο 

θαη παξαγνληηθέο έλλνηεο κε απνηέιεζκα λα πεξηνξίδεηαη  ην εχξνο εθαξκνγήο ησλ 

κφλν ζε κηθξά ζπζηήκαηα. Ωζηφζν, ε αλάπηπμε ελφο αλαδξνκηθνχ κνληέινπ 

ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο κπνξεί λα θαηαζηεί ηδηαίηεξα απνηειεζκαηηθή ζε 

ζπζηήκαηα κε κεγάιε ρσξεηηθφηεηα. Ιδηαίηεξν ελδηαθέξνλ απνηειεί ε κειέηε ηεο 

ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο πνπ πξνέξρεηαη απφ πεπεξαζκέλεο πεγέο ζην πεξηβάιινλ 

ησλ  αζχξκαησλ δηθηχσλ ιφγσ ηεο  έιιεηςεο ζε απηά ζπρλνηήησλ/εχξνπο δψλεο. 

Βαζηθφο ζηφρνο είλαη ε δεκηνπξγία ελφο απνδνηηθνχ ειαζηηθνχ ηειεπηθνηλσληαθνχ 

κνληέινπ γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ θπξίσο ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ην εχξνο δψλεο είλαη 

πεξηνξηζκέλν. 

Σν ηειεπηθνηλσληαθφ κνληέιν πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ παξνχζα εξγαζία βαζίδεηαη 

ζηελ εθαξκνγή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο ηφζν ζε ζπζηήκαηα κνλνδηάζηαηεο θίλεζεο 

φζν θαη ζε ζπζηήκαηα πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο ηα νπνία αθνινπζνχλ ηε ζπιινγηζηηθή 

ησλ δηαδεδνκέλσλ ηχπσλ ησλ Erlang (Erlang B Formula) θαη Kaufman-Roberts 

αληίζηνηρα. Καηφπηλ ζα γίλεη έιεγρνο ηνπ θαηά πφζν ηα απνηειέζκαηα ηνπ ειαζηηθνχ 

απηνχ κνληέινπ πξνζεγγίδνληαη απφ ηνλ αλαδξνκηθφ ηχπν ηνπ Κνπθνπιίδε ν νπνίνο 

απνηειεί επέθηαζε ηνπ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ ησλ Kaufman-Roberts θαη πξνζδηνξίδεη 

κε πξνζεγγηζηηθφ ηξφπν ηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο γηα ειαζηηθή θίλεζε. Γηα 

ηνλ έιεγρν απηφ θαη γηα θαιχηεξε θαηαλφεζε ζα παξαηεζεί θαη αληίζηνηρν 

αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα. Η παξνπζίαζε ησλ ηχπσλ ησλ Erlang θαη Kaufman-Roberts 

γίλεηαη ζην 2
ν
 θεθάιαην ελψ ζην 3

ν
 θεθάιαην παξνπζηάδεηαη εθηελψο ν αλαδξνκηθφο 

ηχπνο ηνπ Κνπθνπιίδε. 
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2. Βεληιζηοποίηζη ηηρ Απόδοζηρ ζηιρ Σηλεπικοινυνίερ 

Η επξχηαηε δηάδνζε θαη ρξήζε, φπσο θαη ν αληαγσληζκφο πνπ δηέπεη ηα ζπζηήκαηα 

επηθνηλσληψλ, είηε απηά ζρεηίδνληαη κε ηελ θιαζηθή ηειεθσλία, είηε κε ξνέο 

δεδνκέλσλ, είηε αθφκα θαη κε αζχξκαηα ζπζηήκαηα, είλαη πιένλ γεγνλφο 

αδηακθηζβήηεην. ΢ε έλα ηέηνην αληαγσληζηηθφ πιαίζην, είλαη ζπλερήο ε πξνζπάζεηα 

ησλ θνξέσλ – παξφρσλ επηθνηλσλίαο λα βειηηψζνπλ θαηά ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν 

ηηο πξνζθεξφκελεο ππεξεζίεο. Σειηθφ δεηνχκελν είλαη πάληνηε ε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

σθέιεηαο πνπ απνθνκίδνπλ νη ζπλδξνκεηέο. 

΢ηε ινγηθή απηή, είλαη θαηαξρήλ απαξαίηεηνο ν θαζνξηζκφο ηεο σθέιεηαο ηνπ 

ζπλδξνκεηή θαη ελ ζπλερεία ε εθαξκνγή ηερληθψλ πνπ ζα εγγπψληαη ηε 

κεγηζηνπνίεζε απηήο. Απηφ ελ πνιινίο είλαη ην αληηθείκελν ηεο Θεσξίαο 

Σειεπηθνηλσληαθήο Κίλεζεο.                       

1.  Βαζκφο Δμππεξέηεζεο 

Η ζρεδίαζε ελφο ηειεπηθνηλσληαθνχ ζπζηήκαηνο βαζίδεηαη ζηελ αληηκεηψπηζε ηεο 

θίλεζεο θαηά ηελ ψξα αηρκήο (busy hour). Γηα παξάδεηγκα νη θιήζεηο πνπ 

πξαγκαηνπνηνχληαη ηηο κεηακεζνλχθηηεο ψξεο κηαο εκέξαο είλαη ζεκαληηθά ιηγφηεξεο 

απφ απηέο πνπ ζα απαηηεζεί λα δηεθπεξαηψζεη έλα ζχζηεκα θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο 

ψξαο αηρκήο. Ωο εθ ηνχηνπ, ε επηινγή ηνπ αξηζκνχ ησλ εμππεξεηεηψλ ηεο 

ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο, κε ηελ επξεία έλλνηα, απφ PBXs κέρξη WDM MUXs, ζα 

πξέπεη λα είλαη ηέηνηα πνπ ζα επαξθεί γηα ηηο εθάζηνηε αλάγθεο. ΢ε έλα ηειεθσληθφ 

θέληξν είλαη ζεσξεηηθψο δπλαηφλ φινη νη ζπλδξνκεηέο λα θάλνπλ θιήζεηο ηελ ίδηα 

ρξνληθή ζηηγκή. Ωζηφζν, ην θφζηνο ηθαλνπνίεζεο  κηαο ηέηνηαο απαίηεζεο αθ’ ελφο 

είλαη κεγάιν, αθ’ εηέξνπ ε πηζαλφηεηα λα ζπκβεί είλαη ακειεηέα. Απηφ πνπ ζπρλά 

ζπκβαίλεη είλαη φιεο νη γξακκέο (trunks) ηνπ ζπζηήκαηνο λα είλαη θαηεηιεκκέλεο θαη 

επνκέλσο ην ζχζηεκα λα κελ κπνξεί λα δερζεί άιιεο θιήζεηο, θαηλφκελν ην νπνίν 

θαιείηαη ζπκθφξεζε (congestion). Όηαλ ππάξρεη ζπκθφξεζε θαη ε εηζεξρφκελε 

θιήζε κπινθάξεηαη θαη εγθαηαιείπεη ην ζχζηεκα, ην ζχζηεκα θαιείηαη ζχζηεκα 

απσιεηψλ. Σν πνζνζηφ ησλ θιήζεσλ πνπ ράλνληαη ιφγσ ζπκθφξεζεο  απνηειεί έλα 

δείθηε ηεο πνηφηεηαο εμππεξέηεζεο πνπ παξέρεηαη απφ ην ηειεπηθνηλσληαθφ 

ζχζηεκα. Σν πνζνζηφ απηφ θαιείηαη Βαζκφο Δμππεξέηεζεο (grade of service – GoS) 

θαη γηα έλα ζχζηεκα απσιεηψλ νξίδεηαη σο:  
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Ο νξηζκφο απηφο παξαπέκπεη ζηνλ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο απφξξηςεο θιήζεσλ (Call 

Blocking Probability – CBP) φπνπ κηα θιήζε πνπ θαηαθζάλεη ζην ζχζηεκα θαη δελ 

βξίζθεη ηνπο απαηηνχκελνπο πφξνπο γηα λα εμππεξεηεζεί, απνξξίπηεηαη ηειηθά απφ 

απηφ [1]. Η πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεσλ απνηειεί ην δείθηε απνδνηηθφηεηαο ησλ 

ηειεπηθνηλσληαθψλ ζπζηεκάησλ ελψ ν απνηειεζκαηηθφο ππνινγηζκφο ηεο είλαη 

αλαγθαίνο γηα ηε κειέηε ησλ ζπζηεκάησλ απηψλ. Πξνθαλψο, φζν κηθξφηεξνο είλαη ν 

Βαζκφο Δμππεξέηεζεο, ηφζν θαιχηεξε είλαη ε επίδνζή ηνπ ζπζηήκαηνο. Δίλαη ινγηθφ 

λα ππνζέζνπκε φηη γηα ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ πξνζθεξφκελσλ θιήζεσλ ζην ζχζηεκα, 

ν Βαζκφο Δμππεξέηεζεο κεηψλεηαη, άξα ε επίδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο απμάλεηαη, φζν 

πεξηζζφηεξν απμάλνληαη νη πφξνη ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηνλ αληίπνδα απηψλ ησλ 

δηαπηζηψζεσλ, παξαηίζεηαη ην θφζηνο ησλ πφξσλ, είηε απηνί αλαθέξνληαη σο 

απαίηεζε επέθηαζεο ηνπ δηθηχνπ, είηε σο αχμεζε ηνπ εμνπιηζκνχ. Δπνκέλσο, ην 

αληηθείκελν ηεο Θεσξίαο Σειεπηθνηλσληαθήο Κίλεζεο αλάγεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε 

ηνπ GoS ππφ παξαδεθηφ θφζηνο πφξσλ. Τπάξρνπλ δηάθνξεο κέζνδνη πνπ έρνπλ 

δηεξεπλεζεί θαηά θαηξνχο γηα ηελ κείσζε ηνπ GoS ελφο ηειεπηθνηλσληαθνχ 

ζπζηήκαηνο αλάινγα κε ην είδνο ηεο θίλεζεο πνπ πξφθεηηαη λα εμππεξεηήζεη (elastic 

traffic, adaptive traffic etc). ΢ηελ παξνχζα εξγαζία ζα κειεηεζεί ε ζεσξία ηεο 

ειαζηηθφηεηαο (elastic theory) ε νπνία πξαγκαηεχεηαη ηελ πεξίπησζε ελφο 

ηειεπηθνηλσληαθνχ ζπζηήκαηνο πνπ εμππεξεηεί ειαζηηθή θίλεζε (elastic traffic). 

2.  Η Λνγηθή ηεο ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο ζηηο Σειεπηθνηλσλίεο 

Μηα λέα θιήζε θαηά ηελ ηπραία άθημε ηεο ζε έλα ηειεπηθνηλσληαθφ ζχζηεκα, έρεη 

κηα αξρηθή (πςειή) απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο. Αλ απηφ ην εχξνο δψλεο είλαη 

δηαζέζηκν ηφηε ε θιήζε γίλεηαη δεθηή ζην ζχζηεκα. Γηαθνξεηηθά, ηφζν ε λέα θιήζε 

φζν θαη νη θιήζεηο πνπ εμππεξεηνχληαη ζπκπηέδνπλ ην εχξνο δψλεο ηνπο πξνθεηκέλνπ 

ε λέα θιήζε λα γίλεη ηειηθά δεθηή ζην ζχζηεκα. Η ζπκπίεζε απηή νδεγεί ζε αχμεζε 

ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο φισλ ησλ θιήζεσλ έηζη ψζηε ην γηλφκελν (εχξνο δψλεο) x 

(ρξφλνο εμππεξέηεζεο) λα δηαηεξείηαη ζηαζεξφ.  Ωζηφζν, έλα εχινγν εξψηεκα πνπ 

κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί είλαη ην θαηά πφζν κπνξνχλ νη θιήζεηο λα ππνζηνχλ 

ζπκπίεζε ηνπ εχξνπο δψλεο ηνπο ψζηε ε αχμεζε ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ηνπο λα 

είλαη αλεθηή. Η απάληεζε ζην εξψηεκα απηφ δίλεηαη ζην 4
ν
 θεθάιαην κέζσ ησλ 

απνηειεζκάησλ ηεο πξνζνκνίσζεο ηνπ κνληέινπ. Οη θιήζεηο πνπ είλαη ζε ζέζε λα 
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κεηψζνπλ ην εχξνο δψλεο ηνπο κε παξάιιειε αχμεζε ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο 

ηνπο, ζπλζέηνπλ ηε ιεγφκελε ειαζηηθή θίλεζε (π.ρ. κεηαθνξά αξρείσλ – file 

transfer). ΢ηελ πεξίπησζε ηψξα πνπ εμππεξεηεζεί κία θιήζε κε ζπλέπεηα ηελ 

απνδέζκεπζε εχξνπο δψλεο, ηφηε απηφ κνηξάδεηαη ζε φιεο ηηο θιήζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ έρνπλ ππνζηεί ζπκπίεζε θαη κάιηζηα αλαινγηθά κε ηελ αξρηθή ηνπο 

απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο. 

΢πκπεξαζκαηηθά,  γίλεηαη θαλεξφ θαη ζχκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ηνπ GoS, 

φηη ε ρξήζε ειαζηηθψλ κνληέισλ ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο κπνξεί λα απνδεηρζεί 

ηδηαίηεξα ρξήζηκε θαζψο κεηψλεηαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ απνθιεηζκέλσλ 

θιήζεσλ θαη επνκέλσο κεηψλεηαη ν βαζκφο εμππεξέηεζεο πνπ ζεκαίλεη θαη βειηίσζε 

ηεο επίδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

Τπολογιζμόρ ηηρ απόδοζηρ ζςζηημάηυν απυλειών 

 

1. Διζαγυγή 

Όπσο αλαθέξζεθε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, ε παξάκεηξνο GoS πνπ ραξαθηεξίδεη 

ηελ επίδνζε ελφο ζπζηήκαηνο ζρεηίδεηαη αθελφο κε ηε ζηαηηζηηθή πθή ηεο δήηεζεο 

πφξσλ θαη ηνπ ρξφλνπ θαηάιεςεο απηψλ, θαη αθεηέξνπ κε ηνπο πφξνπο απηνχο 

θαζαπηνχο. Δπηπιένλ δφζεθε ν νξηζκφο ηνπ GoS, σο 

Β=
                                            

                                                      
 

ν νπνίνο θαη παξαπέκπεη ζηνλ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο κηα θιήζε πνπ θαηαθζάλεη 

ζην ζχζηεκα θαη απαηηεί πφξνπο γηα λα εμππεξεηεζεί λα απνθιείεηαη ηειηθά απφ απηφ 

ιφγσ έιιεηςεο δηαζέζηκσλ πφξσλ. 

Όπσο ινηπφλ γίλεηαη θαλεξφ θξίλεηαη αλαγθαίνο ν ππνινγηζκφο απηήο ηεο 

πηζαλφηεηαο, δεδνκέλσλ ηεο ρσξεηηθφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο, ησλ απαηηήζεσλ ησλ 

θιήζεσλ ζε εχξνο δψλεο (εμππεξεηεηέο), ηνπ ξπζκνχ άθημεο θαη ηνπ ξπζκνχ 

εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ ζην ζχζηεκα. Αξρηθά, ζα εμεηαζηεί ε κεζνδνινγία γηα 

ηνλ ππνινγηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο απψιεηαο θιήζεο ζε έλα ζχζηεκα απσιεηψλ φπνπ νη 

θιήζεηο έρνπλ ηελ ίδηα απαίηεζε ζε αξηζκφ εμππεξεηεηψλ (κνλνδηάζηαηε θίλεζε) 

ελψ ε άθημε ηνπο ζην ζχζηεκα είλαη ηπραία. Θα αλαιπζεί ε ζπιινγηζηηθή, θαζψο θαη 

ε Erlang B Formula, πνπ απνηειεί ηνλ επξχηαηα δηαδεδνκέλν ηξφπν ππνινγηζκνχ ηεο 

πηζαλφηεηαο απψιεηαο θιήζεο ζε έλα ζχζηεκα απσιεηψλ κνλνδηάζηαηεο ηπραίαο 

θίλεζεο. Αθνινχζσο ζα αλαιπζεί ν αθξηβήο θαη αλαδξνκηθφο ηχπνο ησλ Kaufman–

Roberts, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο απψιεηαο θιήζεο 

ζε έλα ζχζηεκα απσιεηψλ φπνπ νη θιήζεηο έρνπλ δηαθνξεηηθέο απαηηήζεηο ζε αξηζκφ 

εμππεξεηεηψλ (πνιπδηάζηαηε θίλεζε) θαη θζάλνπλ ζην ζχζηεκα κε ηπραίν ηξφπν. 

Δίλαη ινγηθφ λα εμεηαζηεί έλα ηέηνην ζχζηεκα, δεδνκέλνπ φηη ηα ζχγρξνλα δίθηπα 

εμππεξεηνχλ πνιιέο θαηεγνξίεο θίλεζεο, απφ ηελ θιαζηθή ηειεθσλία, κέρξη 

streaming video θαη απφ κεηαθνξά δεδνκέλσλ κέρξη απνζηνιή κελπκάησλ SMS 
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κέζσ ησλ θηλεηψλ ηειεθψλσλ. Οη δηάθνξεο θαηεγνξίεο θιήζεσλ έρνπλ αθελφο  

δηαθνξεηηθέο απαηηήζεηο ζε εχξνο δψλεο αθεηέξνπ είλαη δπλαηφ λα αληαγσλίδνληαη 

γηα ην δηαζέζηκν εχξνο δψλεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Σέινο ζα δνζνχλ αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα εθαξκνγήο ησλ παξαπάλσ ηχπσλ ηα νπνία θαη ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο 

κέηξν ζχγθξηζεο κε ην αληίζηνηρν ειαζηηθφ ηειεπηθνηλσληαθφ κνληέιν πνπ 

αλαπηχζζεηαη ζην 3
ν
 θεθάιαην. 

 

2. Βαζικέρ απσέρ 

Πξηλ ηελ παξνπζίαζε ησλ καζεκαηηθψλ ηχπσλ ηνπ Erlang θαη ησλ Kaufman-Roberts 

είλαη αλαγθαίν λα παξαηεζνχλ θάπνηεο βαζηθέο αξρέο ζηηο νπνίεο βαζίδεηαη ε 

αλάιπζε ησλ δχν παξαπάλσ κνληέισλ ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο: 

1. Γηαδηθαζία γέλλεζεο θιήζεσλ  

Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα ηελ εχξεζε ηεο CBP θαηά ηελ αλάιπζε ησλ 

ηειεπηθνηλσληαθψλ κνληέισλ, απνηειεί ε ζεψξεζε ηεο θίλεζεο σο ηπραίαο. Λέκε φηη 

κηα θιήζε θζάλεη ηςσαία ζην ηειεθσληθφ θέληξν φηαλ ηζρχνπλ:  

΢ε νπνηνδήπνηε ρξνληθφ δηάζηεκα Γt, ηείλνληνο ζην κεδέλ (Γt0) [1]: 

1. Η πηζαλφηεηα P1(Γt) φηη κηα θιήζε ζα γελλεζεί ζε ρξνληθφ δηάζηεκα Γt, δει. 

ζην (t,t+Γt], ηείλεη ζην ιΓt, αλεμάξηεηα απφ ηνλ ρξφλν t, φπνπ ι είλαη 

ζηαζεξφο αξηζκφο. 

2. Η πηζαλφηεηα P2+(Γt) φηη δχν ή πεξηζζφηεξεο θιήζεηο γελλψληαη εληφο 

ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο Γt, δει. εληφο ηνπ (t,t+Γt], ηείλεη ζην κεδέλ. 

3. Οη θιήζεηο γελλψληαη αλεμάξηεηα ε κία απφ ηελ άιιε. 

Όηαλ ηζρχνπλ ηα αλσηέξσ ηξία αμηψκαηα, ηφηε απνδεηθλχεηαη φηη ν αξηζκφο ησλ 

θιήζεσλ πνπ ζα θζάζνπλ π.ρ. ζε έλα ηειεθσληθφ θέληξν αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Poisson. Γειαδή ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε k αθίμεηο θιήζεσλ εληφο ελφο ρξνληθνχ 

δηαζηήκαηνο t δίλεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

       
  ι    

  

 

  ι                                                                                                     (2.1) 
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φπνπ ι είλαη ε ζηαζεξά ηνπ αμηψκαηνο (1) θαη εθθξάδεη ηελ κέζε ηηκή ηνπ ξπζκνχ 

αθίμεσο ησλ θιήζεσλ ζηελ κνλάδα ηνπ ρξφλνπ. Σν γηλφκελν ι*t εθθξάδεη ηελ κέζε 

ηηκή ηνπ αξηζκνχ ησλ αθίμεσλ εληφο ηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο t. Η ζρέζε απηή 

ιέγεηαη θαηαλνκή Poisson (νλνκάδεηαη θαηαλνκή πηζαλνηήησλ δηφηη καο δίλεη ηελ 

πηζαλφηεηα γηα φιεο ηηο ηηκέο ηνπ k, k=0,1,2,3,…) θαη απηή πιένλ ζα ρξεζηκνπνηεζεί 

γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο ηπραίαο άθημεο ηεο θιήζεο. 

2. Υξφλνο εμππεξέηεζεο θιήζεσλ  

Ο ρξφλνο εμππεξέηεζεο θιήζεο είλαη έλα κέγεζνο ην νπνίν πξέπεη λα θαζνξηζηεί 

επαξθψο θαζψο  δειψλεη ην ρξφλν γηα ηνλ νπνίν νη πφξνη ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ 

απαηηεί κηα θιήζε είλαη θαηεηιεκκέλνη θαη επνκέλσο κε δηαζέζηκνη γηα ηηο ηπρφλ λέεο 

θιήζεηο θαηά ην δηάζηεκα απηφ. Αξρηθή ζεψξεζε απνηειεί φηη ε θιήζε ηεξκαηίδεηαη 

ηπραία. Αξρίδνληαο ηε κέηξεζε ηνπ ρξφλνπ απφ ηε ζηηγκή πνπ κία θιήζε αξρίδεη λα 

εμππεξεηείηαη, ε πηζαλφηεηα λα εμππεξεηεζεί ε θιήζε απηή ζε δηάζηεκα (t,t+Γt) 

είλαη κ*Γt αλεμάξηεηα απφ ην t, φπσο πξνθχπηεη απφ ηελ ππφζεζε ηνπ ηπραίνπ 

ηεξκαηηζκνχ ηεο θιήζεσο. Ωο κ νξίδεηαη ν ξπζκφο εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ ζηελ 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ. Η ζπκπιεξσκαηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο Η(t), δειαδή ε 

πηζαλφηεηα φηη ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο είλαη κεγαιχηεξνο απφ t, ηζνχηαη κε ηελ 

πηζαλφηεηα φηη ε θιήζε δελ ζα ηεξκαηηζηεί ζε δηάζηεκα [0,t]. Δπηκεξίδνληαο ην 

ρξνληθφ δηάζηεκα [0,t] ζε έλα αξθεηά κεγάιν αξηζκφ ππφ-δηαζηεκάησλ φπνπ Γt=t/n, 

αθνχ ε ελ ιφγσ πηζαλφηεηα ηζνχηαη κε (1-κΓt), θαζψο    , ε ζπκπιεξσκαηηθή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο Η(t) δίλεηαη απφ ηε ζρέζε [1]: 

Η             
κ  

 
 
 

   κ                                                                             (2.2) 

Με παξφκνην ηξφπν πξνθχπηεη πσο ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο είλαη εθζεηηθά 

θαηαλεκεκέλνο  θαη ίζνο κε 1/κ. Δπηπιένλ ηζρχεη πσο ην 1/κ είλαη ζηαζεξφ ζε φιε ηε 

δηάξθεηα κειέηεο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζε ρξνληθφ δηάζηεκα ίζν κε 1/κ είλαη δπλαηή ε 

εμππεξέηεζε κηαο κφλν θιήζεο. Η ηειεπηαία έθθξαζε ζεκαίλεη φηη αλ ζε ρξφλν t 

ππάξρνπλ k θιήζεηο ζην ζχζηεκα, ζε έλα δηάζηεκα πνιχ κηθξφ Γt νη θιήζεηο ζα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ k-1. Πξάγκαηη, αλ ζην ζχζηεκα ππάξρνπλ k θιήζεηο, ηφηε ζε έλα πνιχ 

κηθξφ Γt κπνξεί είηε λα γελλεζεί κηα θιήζε, είηε λα εμππεξεηεζεί κηα θιήζε θαη λα 

απνρσξήζεη, είηε ηίπνηε απφ ηα δχν. Άξα ν κηθξφηεξνο αξηζκφο θιήζεσλ πνπ ζα 

έρνπλ απνκείλεη ζην ζχζηεκα ζα είλαη k-1. 
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3. Φνξηίν θίλεζεο - Ιδηφηεηεο 

Φνξηίν θίλεζεο α (traffic load) νξίδεηαη σο ε ζπλνιηθή δηάξθεηα φισλ ησλ θιήζεσλ 

ζε έλα ζχζηεκα εληφο ελφο ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο [1]. Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ θνξηίνπ 

θίλεζεο γίλεηαη θαλεξφ φηη ε ηειεπηθνηλσληαθή θίλεζε είλαη αδηάζηαην κέγεζνο. 

Ωζηφζν πξνο ηηκήλ ηνπ Γαλνχ καζεκαηηθνχ Α.Κ.Erlang, ηδξπηή ηεο 

ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο, σο κνλάδα κέηξεζεο ηνπ θνξηίνπ νξίδεηαη ην Erlang 

(erl). Σν 1 erlang σο ρξφλν αλαθνξάο έρεη ηελ κία ψξα. Σν θνξηίν θίλεζεο 

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηηο αθφινπζεο ηδηφηεηεο [1]: 

 Αλ c ν αξηζκφο  ησλ θιήζεσλ πνπ θζάλνπλ ζε έλα ηειεπηθνηλσληαθφ ζχζηεκα 

θαη 1/κ (φπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ) είλαη ε κέζε δηάξθεηα ηνπο, ηφηε ην 

θνξηίν θίλεζεο α δίλεηαη απφ ηελ ζρέζε: 

        (erl) 

 Σν θνξηίν θίλεζεο ηζνχηαη πξνο ηνλ αξηζκφ ησλ θιήζεσλ πνπ θαηαθζάλνπλ 

ζε έλα ηειεπηθνηλσληαθφ ζχζηεκα εληφο ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο ίζνπ πξνο ηε 

κέζε ηηκή ηεο δηάξθεηαο ησλ. 

 Σν θνξηίν θίλεζεο πνπ δηεθπεξαηψλεηαη απφ κία γξακκή κφλν, είλαη 

ηζνδχλακν κε ηελ πηζαλφηεηα φηη ε γξακκή ρξεζηκνπνηείηαη (πνζνζηφ ηνπ 

ρξφλνπ πνπ ε γξακκή είλαη θαηεηιεκκέλε). Δπνκέλσο κία γξακκή κπνξεί λα 

κεηαθέξεη ην πνιχ 1 erl (αθνχ ε κέγηζηε ηηκή πηζαλφηεηαο είλαη 1). 

 Σν θνξηίν θίλεζεο πνπ δηεθπεξαηψλεηαη απφ κία δέζκε γξακκψλ είλαη 

ηζνδχλακν κε ηνλ κέζν αξηζκφ θαηεηιεκκέλσλ γξακκψλ ηεο δέζκεο.  

Απφ ηηο ηδηφηεηεο απηέο ηνπ θνξηίνπ θίλεζεο θαη απφ ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο 

γηα ην ι θαη ην κ πξνθχπηεη πσο       . 

4. ΢πζηήκαηα Απσιεηψλ  

Έλα κνληέιν ζην νπνίν ν ρξφλνο άθημεο θαη ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ 

αθνινπζνχλ εθζεηηθή θαηαλνκή θαιείηαη Μαξθνβηαλφ κνληέιν. Η εθαξκνγή ηέηνησλ 

κνληέισλ καο βνεζάεη ζηελ πιήξε αλάιπζε ησλ ζπζηεκάησλ απσιεηψλ ηα νπνία 

απφ εδψ θαη ζην εμήο ζα θαινχληαη Μαξθνβηαλά ζπζηήκαηα απσιεηψλ [6]. 

Θεσξνχκε έλα ζχζηεκα απσιεηψλ ζην νπνίν εμππεξεηνχληαη θιήζεηο κε ηπραία 

ζηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά. Σν ζχζηεκα απνηειείηαη απφ πεπεξαζκέλν αξηζκφ 
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εμππεξεηεηψλ (s – servers)  ζηνπο νπνίνπο νη λέεο θιήζεηο έρνπλ πιήξε πξφζβαζε. 

Απηφ ζεκαίλεη φηη φπνηα λέα θιήζε βξίζθεη ειεχζεξνπο ηνπο απαηηνχκελνπο πφξνπο 

πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα εμππεξεηεζεί, ηνπο δεζκεχεη θαη εμππεξεηείηαη. Σέηνηα 

ζπζηήκαηα θαινχληαη ζπζηήκαηα πιήξνπο δηάζεζεο (complete sharing systems). 

Όηαλ νη εηζεξρφκελεο θιήζεηο βξίζθνπλ φινπο ηνπο εμππεξεηεηέο απαζρνιεκέλνπο, 

εγθαηαιείπνπλ ακέζσο ην ζχζηεκα ρσξίο λα επεξεάδνπλ ηηο θιήζεηο πνπ ήδε 

εμππεξεηνχληαη. Σν ελ ιφγσ ζχζηεκα ζπκβνιίδεηαη θαηά Kendall σο M/M/s(0) φπνπ, 

ν πξψηνο φξνο M (Markov) εθθξάδεη ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ησλ 

ρξνληθψλ δηαζηεκάησλ κεηαμχ ησλ δηαδνρηθψλ αθίμεσλ, ν δεχηεξνο φξνο Μ 

(Markov) εθθξάδεη ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ 

θαη ν ηξίηνο φξνο s(0) ζεκαίλεη φηη δελ ππάξρεη νπξά αλακνλήο ζην ζχζηεκα. Σέινο, 

ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ ζεσξνχκε φηη πξψηνλ ν ξπζκφο άθημεο θιήζεσλ είλαη 

ζηαζεξφο θαη ίζνο κε ι ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ, δεχηεξνλ ν ξπζκφο εμππεξέηεζεο 

είλαη ζηαζεξφο θαη ίζνο κε κ, ηξίηνλ ν αξηζκφο ησλ εμππεξεηεηψλ ζην ζχζηεκα είλαη 

ίζνο κε s θαη ηέηαξηνλ ζπκβνιίδνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ ππαξρνπζψλ θιήζεσλ ζην 

ζχζηεκα σο r. 

 

 
Σχήμα 2.1   Μονη λο Μ/Μ/s(0).[1]  
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3. Μελέηη ζςζηήμαηορ για μονοδιάζηαηη κίνηζη 

1. Σχπνο απσιεηψλ ηνπ Erlang  

Θεσξνχκε έλα ζχζηεκα απσιεηψλ αληίζηνηρν κε απηφ ηεο πξνεγνχκελεο 

παξαγξάθνπ φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.1 . Έζησ N(t) ν αξηζκφο ησλ θιήζεσλ ζην 

ζχζηεκα ζε ρξφλν t, θαη έζησ φηη δελ ππάξρνπλ θαηαζηάζεηο φπνπ δχν ή 

πεξηζζφηεξεο θιήζεηο μεθηλνχλ ή ηεξκαηίδνπλ ζε (t,t+Γt] φηαλ Γt0 ( δειαδή ή κφλν 

κία θιήζε θαηαθζάλεη ζην ζχζηεκα ζε απηφ ην ρξνληθφ δηάζηεκα ή κία θιήζε 

ηεξκαηίδεηαη εληφο απηνχ ηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο ή θακία θιήζε δελ θαηαθζάλεη 

θαη θακία δελ ηεξκαηίδεηαη εληφο ηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο απηνχ). Σφηε ην γεγνλφο 

{Ν(t+Γt)=r} πξνθχπηεη απφ κία απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο [1]: 

A) Ν(t) = r        θαη θακία θιήζε δελ θαηαθζάλεη ή ηεξκαηίδεηαη ζην δηάζηεκα 

                    (t,t+Γt]. 

B) Ν(t) = r-1     θαη κία θιήζε θαηαθζάλεη ζην δηάζηεκα (t,t+Γt]. 

C) Ν(t) = r+1    θαη κία θιήζε ηεξκαηίδεηαη ζην δηάζηεκα (t,t+Γt]. 

Γλσξίδνληαο φηη ε πηζαλφηεηα κία θιήζε λα ηεξκαηηζηεί ζην δηάζηεκα (t,t+Γt] κε r 

θιήζεηο λα εμππεξεηνχληαη, είλαη rκΓt θαη κε ηελ ππφζεζε πσο Pr(t) = P{N(t) = r}, νη 

πηζαλφηεηεο ησλ ηξηψλ παξαπάλσ πεξηπηψζεσλ είλαη ε εμήο : 

 P{A} = Pr(t)*(1-ι*Γt-r*κ*Γt) 

 P{B} = Pr-1(t) *ι*Γt                 (2.3) 

 P{C} = Pr+1(t)*( r+1)*κ*Γt 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ε ζπλνιηθή πηζαλφηεηα λα ππάξρνπλ r θιήζεηο ζην ζχζηεκα θαηά 

ην ρξνληθφ δηάζηεκα (t,t+Γt] είλαη ην άζξνηζκα ησλ παξαπάλσ πηζαλνηήησλ : 

Pr(t+Γt)=Pr(t)*[Pr-1(t)*ι-(ι+r*κ)*Pr(t) + (r+1) *κ* Pr+1(t)] *Γt                                    (2.4) 

Απφ ηελ (2.4) κε δηαίξεζε σο πξνο Γt παίξλνπκε ηελ δηαθνξηθή εμίζσζε : 

dPr(t)/dt = Pr-1(t)*ι - (ι+r*κ ) *Pr(t) + (r+1) *κ* Pr+1(t)                                               (2.5) 

 πος  dPr(t)/dt =        
              

  
 

Πξαθηηθά, απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ε κφληκε θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

χζηεξα απφ αξθεηφ ρξνληθφ δηάζηεκα. Δίλαη γλσζηφ πσο αλ ππάξρεη κφληκε 
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θαηάζηαζε, ππάξρεη θαη κία κνλαδηθή νξηαθή πηζαλνηηθή θαηαλνκή {Pr} φπσο γηα 

    : 

Pr(t)Pr,{dPr(r)/dt}0 

αλεμάξηεηα απφ ηελ αξρηθή θαηάζηαζε. Απηφ θαιείηαη ζηαηηζηηθή ηζνξξνπία 

(statistical equilibrium) θαη ην Pr νλνκάδεηαη πιθανόηηηα μόνιμηρ καηάζηαζηρ. ΢ηε 

ζηαζεξή ινηπφλ θαηάζηαζε, εθφζνλ dPr(t)/dt = 0, απφ ηε (2.5) πξνθχπηεη ε ιεγφκελε 

εξίζυζη καηάζηαζηρ ιζοπποπίαρ (equilibrium state equation). 

Pr-1*ι - (ι+r*κ ) *Pr + (r+1) *κ* Pr+1 = 0  κε r = 0,1,…,s                                            (2.6) 

Παξαηεξψληαο ηελ ζρέζε (2.6) γίλεηαη αληηιεπηφ φηη νη πηζαλφηεηεο ησλ 

θαηαζηάζεσλ r-1, r, r+1 δελ εμαξηψληαη πιένλ απφ ην ρξφλν θαζψο    . 

Οξίδνληαο ηψξα σο α=ι/κ θαη ζεσξψληαο φηη Pi = 0 γηα i=-1 θαη γηα i = s+1 κπνξνχκε 

λα ιχζνπκε ηελ εμίζσζε (2.6) αζξνίδνληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο πνπ πξνθχπηνπλ 

γηα r=0 έσο r=i-1. Σν απνηέιεζκα ηεο άζξνηζεο απηήο είλαη ε παξαθάησ αλαδξνκηθή 

ζρέζε : 

Pi = (α/i)*Pi-1  κε i = 1,2,….,s                                                                                    (2.7) 

Δθαξκφδνληαο ηελ (2.7) γηα ηηο δηαδνρηθέο ηηκέο ηνπ i πξνθχπηεη : 

Pi = (α
i
/i!)*P0                                                                                                             (2.8) 

φπνπ P0 ε πηζαλφηεηα θαηά ηελ νπνία ζην ζχζηεκα δελ εμππεξεηείηαη θακία θιήζε. 

Απφ ηε ζπλζήθε θαλνληθνπνίεζεο έρνπκε : 

           
 
       

α 

  
  

     
                                                                   (2.9) 

Απφ ηελ (2.9) ηειηθά πξνθχπηεη : 

     
α 

  

 
    

  

                                                                                                     (2.10) 

Αλ ζπλδπάζνπκε ηηο ζρέζεηο (2.8) θαη (2.10) θαη αληηθαηαζηήζνπκε φπνπ  i = r, 

νδεγνχκαζηε ζηε ζρέζε ε νπνία εθθξάδεη ηελ θαηαλνκή Erlang (Erlang distribution): 

    
  

  

 
  

  
 
   

                                                                                                             (2.11) 
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Αλ ζεσξήζνπκε φηη κία θιήζε ρξεηάδεηαη έλα εμππεξεηεηή (server) γηα ηελ 

εμππεξέηεζε ηεο (ζηα παξαδείγκαηα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε αιιά θαη ζηελ πνξεία 

ηεο εξγαζίαο ζα ζεσξνχκε φηη κία θιήζε απαηηεί αθέξαην αξηζκφ εχξνπο δψλεο γηα 

ηελ εμππεξέηεζεο ηεο θαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ εμππεξεηεηψλ ζα απνηεινχλ ηελ 

ζπλνιηθή ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο) ηφηε αληηθαζηζηψληαο ην r κε ην s ζηελ 

(2.11) παίξλνπκε ηελ πηζαλφηεηα κία θιήζε πνπ εηζέξρεηαη ζην ζχζηεκα, λα ην 

βξίζθεη πιήξσο θαηεηιεκκέλν θαη επνκέλσο λα απνθιείεηαη απφ απηφ. Η πηζαλφηεηα 

απηή πνπ απνηειεί ην βαζηθφ ηχπν απσιεηψλ ηνπ Erlang, θαιείηαη Erlang B-

formula, ζπκβνιίδεηαη κε Es(α), απνηειεί κέηξν ηνπ GoS θαη έρεη ηελ παξαθάησ 

καζεκαηηθή έθθξαζε : 

Β   
α 

  

 
α 

  
 
   

    α                                                                                                 (2.12) 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζε έλα κηθξφ παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο θφξκνπιαο ηνπ Erlang 

θξίλεηαη απαξαίηεηε γηα ηελ ζπλέρεηα ηεο εξγαζίαο  ε αλαθνξά ζηε θπζηθή έλλνηα 

ηεο ζηαηηζηηθήο ηζνξξνπίαο θαη ζηε δηαγξακκαηηθή απεηθφληζε ησλ κεηαβάζεσλ 

κεηαμχ ησλ θαηαζηάζεσλ  r-1, r, r+1. 

2. ΢ηαηηζηηθή ηζνξξνπία  

Με ρξήζε ηεο ζρέζεο (2.7) ζέηνληαο φπνπ i ην r θαη αληηθαζηζηψληαο ην α κε ι/κ 

πξνθχπηεη [1] : 

ι*Pr-1 = r*κ*Pr                                                                                                          (2.13)                         

Η ζρέζε (2.13) αλαθέξεηαη θαη σο εμίζσζε ηνπηθήο ηζνξξνπίαο (local balance 

equation) φπνπ ην αξηζηεξφ κέινο εθθξάδεη ην ξπζκφ αλφδνπ (πξνο ηελ θαηάζηαζε r) 

ελψ ην δεμηφ κέινο εθθξάδεη ην ξπζκφ θαζφδνπ (πξνο ηελ θαηάζηαζε r-1). 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ ζρέζε (2.6) κε Γt παίξλνπκε : 

Pr*ι *Γt + Pr*r*κ*Γt = Pr-1*ι*Γt + Pr+1*(r+1)*κ*Γt                                                    (2.14) 

Η ζρέζε (2.14) αλαθέξεηαη θαη σο εμίζσζε ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο (global balance 

equation) φπνπ ην αξηζηεξφ κέινο αληηπξνζσπεχεη ην ξπζκφ «εμφδνπ» απφ ηελ 

θαηάζηαζε r ελψ ην δεμηφ κέινο αληηπξνζσπεχεη ην ξπζκφ «εηζφδνπ» δειαδή ην 

ξπζκφ κε ηνλ νπνίν γίλνληαη κεηαβάζεηο πξνο ηελ θαηάζηαζε r. Πξέπεη λα ζεκεησζεί 
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πσο αλ ηζρχεη ε ζθαηξηθή ηζνξξνπία δελ είλαη απαξαίηεην λα ηζρχεη θαη ε ηνπηθή 

ηζνξξνπία. Αληίζεηα αλ ππάξρεη ε ηνπηθή ηζνξξνπία ηφηε ππάξρεη θαη ε ζθαηξηθή 

ηζνξξνπία. ΢ην δηάγξακκα κεηαπηψζεσλ ησλ θαηαζηάζεσλ πνπ αθνινπζεί 

παξνπζηάδνληαη φια ηα αλσηέξσ : 

0

 

Σχήμα 2.2   Διάγπαμμα μεηαπηώζεων ηων καηαζηάζεων ηος μονη λος Μ/Μ/s(0).[1] 

 

 

3. Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 2.1 

Θεσξνχκε έλα ζχζηεκα ζην νπνίν νη θιήζεηο πνπ θαηαθζάλνπλ αθνινπζνχλ ηελ 

θαηαλνκή Poisson θαη ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ηνπο είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλνο κε 

ξπζκφ άθημεο ι=1 θαη ξπζκφ εμππεξέηεζεο κ=1. Σν ζχζηεκα απνηειείηαη απφ C=5 

εμππεξεηεηέο νη νπνίνη θαη ππνδειψλνπλ ην ζπλνιηθφ εχξνο δψλεο ηνπ ελψ θάζε 

εηζεξρφκελε ζην ζχζηεκα θιήζε έρεη απαίηεζε b=1 κνλάδα εχξνπο δψλεο γηα ηελ 

εμππεξέηεζε ηεο. Οξίδνπκε σο j ην γηλφκελν     ην νπνίν παξηζηάλεη ηνλ αξηζκφ 

ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ, φπνπ πξνθαλψο      . Ωο «n» νξίδεηαη ν 

αξηζκφο ησλ θιήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη ζην ζχζηεκα. Σν δεηνχκελν καο αλάγεηαη 

ζηελ εχξεζε ηεο πηζαλφηεηαο κία εηζεξρφκελε θιήζε λα κελ κπνξεί λα εμππεξεηεζεί 

θαη επνκέλσο λα κπινθαξηζηεί δειαδή ε πηζαλφηεηα θαηά ηελ νπνία j=5. ΢ηνλ 

πίλαθα (2.1) πνπ αθνινπζεί παξηζηάλνληαη νη δπλαηέο ηηκέο ησλ n θαη j ελψ δίπια 

παξνπζηάδνληαη ηα επηκέξνπο δηαγξάκκαηα κεηάβαζεο Markov κε ηηο εμηζψζεηο πνπ 

πξνθχπηνπλ ιφγσ ηεο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο: 
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Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν ηνπ Erlang, ε CBP είλαη φπσο πξναλαθέξζεθε ε 

πηζαλφηεηα ην ζχζηεκα λα είλαη πιήξσο θαηεηιεκκέλν (n=5 θαη j=5). Δπνκέλσο απφ 

ηελ (2.12) γηα s=C=5 θαη απφ ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο γηα α=ι/κ=1 πξνθχπηεη 

ε πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο γηα ην ζχζηεκα σο : 

Β   
α 

  

 
α 

  
 
   

  
 

   
                                                                                        (2.15)                        

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηελ αλάιπζε ηεο πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο ζα πξέπεη λα 

αλαθεξζεί πσο δηάθνξεο κέζνδνη έρνπλ πξνηαζεί γηα ηελ βειηίσζε ησλ ζπζηεκάησλ 

θαη θαηά ζπλέπεηα ηελ κείσζε ηεο CBP. ΢ηε κέζνδν πνπ κειεηάηαη ζην 3
ν
 θεθάιαην 

ζα γίλεη θαλεξφ κέζσ ηνπ ηδίνπ αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο ην πφζν πνιχ κεηψλεηαη 

ε ηηκή ηεο (2.15) κε ρξήζε ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο θαη πσο ε ζεσξία απηή επεξεάδεη 

ηελ θαηαγξαθή ησλ εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο νη νπνίεο καο νδεγνχλ θαη ζε δηαθνξεηηθή 

καζεκαηηθή εμίζσζε απφ ηελ (2.8). 
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4. Μελέηη ζςζηήμαηορ για πολςδιάζηαηη κίνηζη 

1. Γεληθά 

Η ξαγδαία εμέιημε ησλ ηειεπηθνηλσληψλ ζηελ ζεκεξηλή επνρή, νη νπνίεο πιένλ 

παξέρνπλ ελνπνηεκέλεο ππεξεζίεο ηειεπηθνηλσλίαο, φπσο ππεξεζίεο θσλήο, βίληεν, 

δηαδηθηπαθή ζχλδεζε θ.α., ζπληζηά επηηαθηηθή αλάγθε ηε κειέηε ζπζηεκάησλ πνπ 

εμππεξεηνχλ δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο, κε δηαθνξεηηθέο 

απαηηήζεηο ζε εχξνο δψλεο, γεγνλφο ην νπνίν θαζηζηά ηελ πξνεγνχκελε αλάιπζε 

αλεπαξθή. Η γεληθφηεξε αλάιπζε ηέηνησλ ζπζηεκάησλ έρεη κειεηεζεί εθηελψο [1, 

θεθ.6], [4,θεθ.7] θαη έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξεο πξνζεγγίζεηο. Ωζηφζν κία απφ ηηο πην 

δηαδεδνκέλεο θαη ζηελ νπνία βαζίδεηαη ε παξνχζα εξγαζία, νδεγεί ζηελ αλαδξνκηθή 

ζρέζε γλψζηε σο θφξκνπια ησλ Kaufman – Roberts [2][3]. 

Δπεηδή ε κειέηε ηεο αλσηέξσ πξνζέγγηζεο γηα Κ θαηεγνξίεο θίλεζεο ίζσο 

πξνθαιέζεη ζχγρπζε θξίλεηαη ζθφπηκν λα ρξεζηκνπνηεζεί ε παξαθάησ 

κνληεινπνίεζε πξνο θαιχηεξε θαηαλφεζε [6] : 

 Θεσξνχκε φηη εμππεξεηνχληαη δπν θαηεγνξίεο θιήζεσλ κε ζηαηηζηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηπραίαο θίλεζεο (ι1,κ1) θαη (ι2,κ2). 

 Η ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη C (φζνη δειαδή νη εμππεξεηεηέο) θαη 

ην ζχζηεκα αθνινπζεί πνιηηηθή πιήξνπο δηάζεζεο πφξσλ (complete sharing 

policy). Γειαδή αλ κία εηζεξρφκελε θιήζε ηεο πξψηεο θαηεγνξίαο θίλεζεο 

απαηηεί b1 κνλάδεο εχξνπο δψλεο γηα λα δηεθπεξαησζεί κπινθάξεηαη αλ θαη 

κφλν αλ νη δηαζέζηκεο κνλάδεο εχξνπο δψλεο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ιηγφηεξεο 

απφ b1. Με άιια ιφγηα κία εηζεξρφκελε ζην ζχζηεκα θιήζε γίλεηαη δεθηή 

νπνηεδήπνηε ππάξρεη δηαζέζηκν ην εχξνο δψλεο πνπ απαηηεί. 

 Οη θιήζεηο θάζε θαηεγνξίαο έρνπλ  απαίηεζε b1 θαη b2 κνλάδσλ εχξνπο δψλεο 

αληίζηνηρα. 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα θαηαζηάζεσλ θαη κεηαβάζεσλ ζχκθσλα 

κε ηελ Μαξθνβηαλή αλάιπζε φπνπ πξνο ράξηλ επθνιίαο έρνπλ ζεσξεζεί νη εμήο 

αξηζκεηηθέο ηηκέο : b1=1, b2=2, C = 8. 
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Σχήμα 2.4    Διάγπαμμα καηαζηάζεων δ ο καηηγοπιών κλ ζεων για ζ ζηημα με C=8.[6] 

 

Όπσο θαίλεηαη ζην δηάγξακκα θαηαζηάζεσλ, ζηνπο άμνλεο παξηζηάλνληαη νη θιήζεηο 

ησλ δχν θαηεγνξηψλ πνπ εμππεξεηεί ην ζχζηεκα. Η ζπλζήθε πνπ πξέπεη λα 

ηθαλνπνηείηαη είλαη n1*b1+n2*b2≤C θαη εθθξάδεηαη απφ ηελ ππνηείλνπζα ηνπ 

ζρεκαηηδφκελνπ νξζνγψληνπ ηξηγψλνπ θαη απνηειεί ην φξην ζπλδπαζκψλ (n1,n2) πνπ 

κπνξεί λα εμππεξεηήζεη ην ζχζηεκα. Δληφο ηνπ ηξηγψλνπ είλαη θαλεξέο νη 

κεηαβάζεηο θαηαζηάζεσλ. Μία κεγέζπλζε γηα ηηο 4 θαηαζηάζεηο πνπ είλαη κε πξάζηλν 

ρξψκα ζην ζρήκα (2.4) (ρσξίο φκσο ηηο παξαπάλσ αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ b1, b2, C) 

απνηειεί ην αθφινπζν δηάγξακκα : 

 
Σχήμα  2.5     Διάγπαμμα μεηάβαζηρ καηαζηάζεων για ζ ζηημα πολςδιάζηαηηρ κ νηζηρ.[6] 

΢ην παξαπάλσ ζρήκα, έρνπκε κηα θεληξηθή θαηάζηαζε n:=(n1,n2) απφ ηελ νπνία 

κπνξνχκε λα κεηαβνχκε ζηηο n1(+):=(n1+1,n2), n2(+):=(n1,n2+1), n1(-):=(n1-1,n2) θαη 
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n2(-):=(n1,n2-1) κε ηνπο αληίζηνηρνπο ξπζκνχο κεηάβαζεο. Απφ ηελ ρξήζε ηεο ηνπηθήο 

ηζνξξνπίαο, δειαδή κε ην γεγνλφο πσο ν ξπζκφο κε ηνλ νπνίν κεηαβαίλνπκε απφ κηα 

θαηάζηαζε ζε κηα άιιε κε αχμεζε θαηά 1 ησλ θιήζεσλ ηεο κηαο θαηεγνξίαο ηζνχηαη 

κε ηνλ ξπζκφ ηεο αληίζηξνθεο κεηάβαζεο, γηα ην παξαπάλσ ζρήκα παίξλνπκε ηελ 

εμίζσζε : 

ι1*P(n) = (n1+1)*κ1*P(n1
+
)                                                                                      (2.16) 

Η ινγηθή ηεο παξαπάλσ αλάιπζεο θαηαιήγεη ζε κηα επίιπζε κνξθήο γηλνκέλνπ πνπ 

παξέρεη αλά πάζα ζηηγκή ηελ πηζαλφηεηα λα βξηζθφκαζηε ζε κηα θαηάζηαζε 

n:=(n1,n2). Γεληθά γηα Κ θαηεγνξίεο θιήζεσλ, ε πηζαλφηεηα κφληκεο θαηάζηαζεο (κε 

ni θιήζεηο γηα ηελ θαηεγνξία i) δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν [1,Κεθ.6]: 

     
 

  
  

   
 
   

   
  
  

   
 
       

 

φπνπ n:=(n1,n2,…,nK).  

Απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη νη πηζαλφηεηεο απψιεηαο θιήζεο θάζε θαηεγνξίαο. Η 

πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο ηεο πξψηεο θαηεγνξίαο ηζνχηαη κε ηελ πηζαλφηεηα λα 

βξηζθφκαζηε ζε κηα απφ ηηο «νξηαθέο» θαηαζηάζεηο, δειαδή ζε θαηάζηαζε ηέηνηα 

ψζηε λα είλαη αδχλαηε ε κεηάβαζε ζηελ n1(+). Αληηζηνίρσο νξίδεηαη ε πηζαλφηεηα 

απψιεηαο θιήζεο ηεο δεχηεξεο θαηεγνξίαο. ΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλνληαη, γηα ην 

ζχζηεκα πνπ έρνπκε νξίζεη παξαπάλσ, νη νξηαθέο θαηαζηάζεηο ηεο πξψηεο 

θαηεγνξίαο : 

 
Σχήμα  2.6       Οπιακ ρ καηαζηάζειρ για ηην καηηγοπ α 1.[6] 

Δπνκέλσο ε πηζαλφηεηα απψιεηαο γηα ηελ πξψηε θαηεγνξία ζα είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

πηζαλνηήησλ λα βξεζνχκε ζηηο θαηαζηάζεηο απηέο, δεδνκέλνπ φηη πξφθεηηαη γηα 



  

 

 ΢ελίδα 26 
 

αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο γεγνλφηα. Η κέζνδνο απηή είλαη αθξηβήο, αιιά δχζθνιε 

ζηελ εθαξκνγή ηεο θπξίσο ιφγσ ηεο χπαξμεο εθζεηηθψλ θαη παξαγνληηθψλ. Ωο εθ 

ηνχηνπ αθνινπζείηαη κηα ειαθξψο δηαθνξεηηθή ζπιινγηζηηθή, πνπ θαηαιήγεη ζηνλ 

αθξηβή αλαδξνκηθφ ηχπν ησλ Kaufman – Roberts [2][3]. 

΢χκθσλα ινηπφλ κε ηνλ ηχπν ησλ Kaufman – Roberts, απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη 

ν αξηζκφο ησλ δηαζέζηκσλ εμππεξεηεηψλ j ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ε ηθαλνπνίεζε ηεο 

ζπλζήθεο j = n1*b1+n2*b2≤C. Έηζη κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε κηα κνλνδηάζηαηε 

αιπζίδα Markov, νη θαηαζηάζεηο ηεο νπνίαο ζα εθθξάδνπλ ηνπο θαηεηιεκκέλνπο 

εμππεξεηεηέο ηνπ ζπζηήκαηνο. Με ηνλ ηξφπν απηφ, ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηεο 

πηζαλφηεηαο απψιεηαο αλάγεηαη ζηελ εχξεζε ηεο πηζαλφηεηαο λα έρνπκε 

ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ θαηεηιεκκέλσλ πφξσλ. Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηφ, ζεσξψληαο 

ην ζχζηεκα πνπ έρνπκε νξίζεη παξαπάλσ θαη ζπκβνιίδνληαο σο j= n1*b1+n2*b2 ηνλ 

αξηζκφ ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ πξνθχπηεη πσο ε ζπλζήθε πεξηνξηζκνχ 

είλαη  j = n1+2*n2  θαη ην j παίξλεη ηηκέο απφ 0 έσο 8 (θαζφηη j=0,……,C). Έηζη ινηπφλ 

ε πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο ηεο πξψηεο θαηεγνξίαο, εθφζνλ απηή απαηηεί κία 

κνλάδα εχξνπο δψλεο, ηζνχηαη κε ηελ πηζαλφηεηα ην ζχζηεκα λα βξίζθεηαη ζηελ 

θαηάζηαζε j=8. Αληηζηνίρσο, ε πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο ηεο δεχηεξεο 

θαηεγνξίαο, εθφζνλ απηή απαηηεί δχν κνλάδεο εχξνπο δψλεο, ηζνχηαη κε ηελ 

πηζαλφηεηα ην ζχζηεκα λα βξίζθεηαη είηε ζηελ θαηάζηαζε j=7 είηε ζηελ j=8.  

2. Αλαδξνκηθφο ηχπνο ησλ Kaufman-Roberts  

Απφ ηα παξαπάλσ γίλεηαη πξνθαλέο φηη ην πξφβιεκα αλάγεηαη ζηελ εχξεζε ησλ 

πηζαλνηήησλ γηα ηεο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ j. Έρεη απνδεηρζεί [2][3], πσο αλ q(j) είλαη ε 

κε θαλνληθνπνηεκέλε πηζαλφηεηα λα βξίζθεηαη ην ζχζηεκα ζηε θαηάζηαζε j (δειαδή 

λα ππάξρνπλ j θαηεηιεκκέλνη εμππεξεηεηέο), γηα K θαηεγνξίεο θιήζεσλ, ηζρχεη:  

      

                                                        γηα    
 

 
 α                      γηα         
   

                                                               αιινχ

                                              (2.17) 

φπνπ αi ην θνξηίν θίλεζεο ηεο θαηεγνξίαο i (i=1,…,K). 

Ο παξαπάλσ αλαδξνκηθφο ηχπνο ν νπνίνο είλαη γλσζηφο σο ηχπνο ησλ Kaufman-

Roberts, ππνινγίδεη κε αθξίβεηα ηηο ηηκέο ησλ q(j) θαη θαηέρεη θεθαιαηψδε ζεκαζία 

ζηελ ηειηθή εχξεζε ηνπ ηχπνπ απσιεηψλ κηαο θαηεγνξίαο i. Πξνρσξψληαο ινηπφλ 
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ζηε ζπζρέηηζε ηεο πηζαλφηεηαο απψιεηαο κε ην q(j) παξαζέηνληαη ηα εμήο : Αλ 

έρνπκε j εμππεξεηεηέο θαηεηιεκκέλνπο θαη ε θιήζε ηεο θαηεγνξίαο i απαηηεί bi 

εμππεξεηεηέο, ηφηε ε εηζεξρφκελε απηή θιήζε ζα εμππεξεηείηαη αλ θαη κφλν αλ C-j ≥ 

bi, αλ δειαδή νη ειεχζεξνη εμππεξεηεηέο είλαη πεξηζζφηεξνη ή ίζνη απφ φζνπο 

απαηηνχληαη γηα ηελ εμππεξέηεζε ηεο θαη αληηζηξφθσο ζα απνθιείεηαη αλ θαη κφλν 

αλ C-j < bi  j > C-bi. Δπνκέλσο ζχκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ηεο q(j) θαη 

δεδνκέλνπ φηη ην j παίξλεη αθέξαηεο ηηκέο, ε δεηνχκελε πηζαλφηεηα ηζνχηαη κε ην 

άζξνηζκα ησλ q(j) γηα j=(C-bi+1),(C-bi+2),………,C. Ωζηφζν, φπσο πξναλαθέξζεθε 

ε κνξθή ηεο q(j) πηζαλφηεηαο είλαη κε θαλνληθνπνηεκέλε. Έηζη δηαηξνχκε ην 

άζξνηζκα ησλ q(j) κε ηνλ παξάγνληα θαλνληθνπνίεζεο         
   . Απφ ηα 

αλσηέξσ θαηαιήγνπκε ζηνλ ηειηθφ ηχπν εχξεζεο ηεο πηζαλφηεηαο απψιεηαο θιήζεο 

ηεο θαηεγνξίαο i : 

      
    

 
  

        
                                                                                       (2.18) 

Αθνινχζσο, παξαηίζεηαη έλα αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηνπ ηχπνπ ησλ 

Kaufman-Roberts. 

3. Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 2.2 

Θεσξνχκε δχν ππεξεζίεο νη θιήζεηο ησλ νπνίσλ έρνπλ απαίηεζε ζε κνλάδεο εχξνπο 

δψλεο b1=1 θαη b2=2 αληηζηνίρσο θαη ε ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ηηο 

εμππεξεηεί είλαη C=3. Δπηπιένλ ζεσξνχκε φηη νη δχν ππεξεζίεο έρνπλ ζηαηηζηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηπραίαο θίλεζεο κε ι1=1, κ1=1 θαη ι2=1, κ2=1 αληίζηνηρα. ΢χκθσλα 

ινηπφλ κε ηελ αλάιπζε πνπ έρεη πξνεγεζεί αιιά θαη ηα αξηζκεηηθά δεδνκέλα, ε 

ζπλζήθε πεξηνξηζκνχ είλαη  j=n1+2n2  n1+2n2 3. Απφ ηελ ζρέζε (2.17) βξίζθνπκε 

φια ηα πηζαλά q(j) πνπ παξηζηάλνληαη παξαθάησ καδί κε ηνλ πίλαθα γηα ηα δπλαηά 

(n1,n2) θαη j (ππελζπκίδεηαη φηη αθ=ιθ/κθ) : 

 

 Γηα   j=0                

 Γηα   j=1              
 

 
 α           
 
   α            

                              α                                   
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 Γηα   j=2              
 

 
 α           
 
   

 

 
 α

 
          

                               α            
 

 
                   

 

 
  

                                   
 

 
 

 Γηα   j=3              
 

 
 α           
 
   

 

 
 α

 
          

                              α            
 

 
                    

 

 
  

                                   
 

 
  

Δλ ζπλερεία ππνινγίδεηαη ν ζπληειεζηήο θαλνληθνπνίεζεο σο : 

                                 
   

 

 
 

 

 
 

  

 
                    (2.19) 

θαη ηειηθά κε ζπλδπαζκφ ησλ ζρέζεσλ (2.17) θαη (2.18) πξνθχπηνπλ νη πηζαλφηεηεο 

απψιεηαο θιήζεο γηα θάζε ππεξεζία σο : 

      
    

 
  

        
 

    

 
 

 

 
  

 

      ή                                                    (2.20) 

θαη 

      
    

 
  

        
 

         

 
 

 

 
 
 

 
  

 

      ή                                          (2.21) 

Πίνακας 2.2 Δςναη ρ ηιμ ρ n και j για ζ ζηημα πολςδιάζηαηηρ κ νηζηρ με C=3. 

 

 

j n1 n2 

0 0 0 

2 0 1 

1 1 0 

3 1 1 

2 2 0 

3 3 0 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

Τπολογιζμόρ ηηρ απόδοζηρ ζςζηημάηυν απυλειών 

πος εξςπηπεηούν ελαζηική κίνηζη. 

 

 

1. Διζαγυγή 

΢ην θεθάιαην απηφ ζα κειεηεζνχλ ε ζπιινγηζηηθή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο θαη ην 

θαηά πφζν ε ρξήζε απηήο βειηηψλεη ηελ απφδνζε ηνπ ηειεπηθνηλσληαθνχ 

ζπζηήκαηνο. Αξρηθά ζα παξαηεζεί ε ζπιινγηζηηθή ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ πνπ 

ζέινπκε λα πξνζνκνηψζνπκε. Δλ ζπλερεία ζα κειεηεζεί εθηελψο ε ζπιινγηζηηθή θαη 

ν αλαδξνκηθφο ηχπνο ηνπ Κνπθνπιίδε [7][8] ν νπνίνο πξνζδηνξίδεη κε πξνζεγγηζηηθφ 

ηξφπν ηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο γηα ειαζηηθή θίλεζε φπνπ κε ηε ρξήζε 

αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ: 1) ζα εμεηαζζεί θαηά πφζν ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

αλαιπηηθνχ κνληέινπ ηνπ Κνπθνπιίδε πξνζεγγίδνπλ ηα απνηειέζκαηα ηεο 

πξνζνκνίσζεο θαη 2) ζα δεηρζεί ε ζεκαληηθή βειηίσζε πνπ επηθέξεη ε ρξήζε ηεο 

ειαζηηθήο ζεσξίαο ζηελ απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ππνινγίδνληαο ηε CBP θαη 

ζπγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα απηήο κε εθείλα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ εθαξκνγή 

ηνπ κνληέινπ ησλ Kaufman-Roberts. 

Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί, ζηφρνο ησλ κνληέισλ ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο θαη θαη’ 

επέθηαζε ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ, είλαη λα αμηνινγήζνπλ θαη λα βειηηψζνπλ ηελ 

απφδνζε ησλ ζχγρξνλσλ ηειεπηθνηλσληαθψλ δηθηχσλ πξνο φθεινο πάληα ησλ 

ζπλδξνκεηψλ. Η βαζηθή αξρή ηελ νπνία αθνινπζεί έλα ηέηνην κνληέιν είλαη ε 

εμππεξέηεζε φζν ην δπλαηφλ κεγαιχηεξνπ αξηζκνχ ρξεζηψλ ζε ψξεο αηρκήο φπνπ 

ζπλήζσο ηα ζπζηήκαηα είλαη πιήξσο θαηεηιεκκέλα. Η κειέηε ηεο ειαζηηθήο θίλεζεο 

ζα αθνινπζήζεη ην ίδην θαηά ζεηξά πιάλν κε απηφ ηνπ 2
νπ

 θεθαιαίνπ μεθηλψληαο απφ 

ηελ επίδξαζε ηεο ζε ζπζηήκαηα κνλνδηάζηαηεο θίλεζεο θαη ζπλερίδνληαο ζηα 

αληίζηνηρα πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο. 
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2. Ζ Θευπία ελαζηικόηηηαρ για μονοδιάζηαηη κίνηζη 

1. Γεληθά 

΢ε έλα ειαζηηθφ κνληέιν ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο είλαη δπλαηφλ ηφζν νη λέεο 

θιήζεηο φζν θαη νη θιήζεηο πνπ εμππεξεηνχληαη λα κπνξνχλ λα αλερζνχλ ζπκπίεζε 

ηνπ εχξνπο δψλεο ηνπο. Οη θιήζεηο πνπ είλαη ζε ζέζε λα κεηψζνπλ ην εχξνο δψλεο 

ηνπο, κε παξάιιειε αχμεζε ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ηνπο, ζπλζέηνπλ φπσο έρεη 

αλαθεξζεί, ηελ ειαζηηθή θίλεζε. Η ηδηφηεηα απηή έρεη σο ζπλέπεηα ηελ αχμεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ ζπλδξνκεηψλ ζην ζχζηεκα θαηά ηηο ψξεο αηρκήο θαζψο πιένλ δελ 

απνξξίπηνληαη αιιά γίλνληαη δεθηνί. ΢ην ζεκείν απηφ είλαη ζεκαληηθφ λα 

αλαθέξνπκε πσο ζπκπίεζε δελ κπνξνχλ λα ππνζηνχλ φιεο νη θαηεγνξίεο θίλεζεο, 

φπσο γηα παξάδεηγκα ε θσλή. Οη θαηεγνξίεο πνπ κπνξνχλ λα ππνζηνχλ ζπκπίεζε 

αθνξνχλ απηέο ζηηο νπνίεο δελ αιινηψλνληαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο (π.ρ. αξρεία 

κεηαθνξάο-file transfer) αιιά απμάλεηαη κφλν ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ηνπο. Γηα ην 

ιφγν απηφ ινηπφλ, απφ εδψ θαη ζην εμήο φηαλ αλαθεξφκαζηε ζε θιήζεηο ζα ελλννχκε 

απηέο πνπ πξνέξρνληαη απφ θαηεγνξίεο ειαζηηθήο θίλεζεο. 

Βαζηθή πξνυπφζεζε γηα λα κπνξεί λα εθαξκνζηεί ε ειαζηηθή ζεσξία απνηειεί ε 

ηθαλνπνίεζε ηνπ πεξηνξηζκνχ : 

     
 
 

 
                                                                                                            (3.1)   

κε i ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεγνξηψλ θίλεζεο,    ηνλ αξηζκφ ησλ θιήζεσλ θάζε 

θαηεγνξίαο ζην ζχζηεκα θαη   
   ην ζπκπηεζκέλν εχξνο δψλεο ην νπνίν ηνπο έρεη 

δηαηεζεί, ζρέζε ε νπνία είλαη πξνθαλήο θαζψο νη δηαζέζηκνη πφξνη ελφο ζπζηήκαηνο 

είλαη πάληα ακεηάβιεηνη (πξνθαλψο γηα ηα ζπζηήκαηα ηα νπνία κειεηψληαη ζηελ 

ελφηεηα απηή ε νληφηεηα i είλαη ίζε κε 1). Ωζηφζν, είλαη ζεκαληηθφ λα ηνληζηεί, πσο 

ν αξηζκφο ησλ επηπιένλ θιήζεσλ ζην ζχζηεκα δελ κπνξεί λα είλαη άπεηξνο. Απηφ 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ε ζπκπίεζε ηνπ εχξνπο δψλεο ζπλεπάγεηαη ηελ αχμεζε ηνπ 

ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ε νπνία πξνθαλψο δελ πξέπεη λα είλαη δπζαλάινγα κεγάιε ζε 

ζρέζε κε ηελ κείσζε ηεο πηζαλφηεηαο απψιεηαο θιήζεο. Απνδεηθλχεηαη κέζσ 

πξνζνκνίσζεο, ηα απνηειέζκαηα ηεο νπνίαο αλαιχνληαη ζην 4
ν
 θεθάιαην, πσο έπεηηα 

απφ θάπνηα ηηκή ζπκπίεζεο ηνπ εχξνπο δψλεο ε ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο απψιεηαο 

θιήζεο (CBP) κεηαβάιιεηαη ειάρηζηα (ζρεδφλ ζηαζεξνπνηείηαη) ελψ ν ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο ζπλερίδεη λα απμάλεηαη θαη κάιηζηα αηζζεηά.   
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Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηή ε ζπιινγηζηηθή θαη ε ιεηηνπξγία ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ 

ζε ζπζηήκαηα κνλνδηάζηαηεο θίλεζεο ζεσξνχκε ηελ παξαθάησ κνληεινπνίεζε :  

 Θεσξνχκε έλα δίθηπν κε C εμππεξεηεηέο νη νπνίνη απνηεινχλ θαη ηελ 

πξαγκαηηθή ρσξεηηθφηεηα ηνπ δηθηχνπ.  

 Η πξνζθεξφκελε θίλεζε ζην δίθηπν απνηειείηαη απφ κία θαηεγνξία θιήζεσλ 

κε ηπραία ζηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά (ι,κ).  

 Κάζε εηζεξρφκελε θιήζε έρεη σο βαζηθή απαίηεζε b κνλάδεο εχξνπο δψλεο. 

 Σν ζχζηεκα δηεθπεξαηψλεη ειαζηηθή θίλεζε. 

Ωο γλσζηφλ, ζε έλα κε ειαζηηθφ ζχζηεκα κνλνδηάζηαηεο θίλεζεο, ν κέγηζηνο 

αξηζκφο ησλ θιήζεσλ πνπ κπνξνχλ λα εμππεξεηεζνχλ πξνθχπηεη απφ ηνλ πεξηνξηζκφ 

        , φπνπ nmax ν κέγηζηνο απηφο αξηζκφο κε            θιήζεηο. Δθφζνλ 

φκσο ζεσξνχκε φηη ε θίλεζε πνπ δηεθπεξαηψλεηαη ζην ζχζηεκα είλαη ειαζηηθή, 

απηνκάησο γίλεηαη αληηιεπηφ πσο ην ζχζηεκα κπνξεί λα εμππεξεηήζεη κεγαιχηεξν 

αξηζκφ θιήζεσλ απφ     . Θέινληαο λα δνζεί κία αξηζκεηηθή ππφζηαζε ησλ 

αλσηέξσ, ζεσξνχκε φηη C=5, b=1 θαη πσο κπνξνχλ λα εμππεξεηεζνχλ  επηπιένλ 2 

θιήζεηο ψζηε ν κέγηζηνο αξηζκφο ησλ θιήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη ηαπηφρξνλα λα 

είλαη     
            . ΢ηελ πεξίπησζε απηή, θάζε κηα θιήζε ζα 

θαηαιακβάλεη        κνλάδεο εχξνπο δψλεο, έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ν 

πεξηνξηζκφο (3.1) θαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ θαηεηιεκκέλσλ κνλάδσλ εχξνπο 

δψλεο λα είλαη C=5. Γηα λα απεηθνλίζνπκε ηελ ηδηφηεηα απηή, νξίδνπκε σο Σ=7 ηελ 

ζεσξεηηθή κέγηζηε ηηκή ηεο ρσξεηηθφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο ηέηνηα ψζηε ν κέγηζηνο 

αξηζκφο ησλ θιήζεσλ λα πξνθχπηεη απφ ηνλ πεξηνξηζκφ      
      . 

΢πλερίδνληαο ηελ αλάιπζε ηεο ζπιινγηζηηθήο ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπ ειαζηηθνχ 

κνληέινπ, ζεσξνχκε πσο θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή θαηαθζάλεη κία λέα θιήζε ζην 

δίθηπν. ΢πκβνιίδνληαο σο j ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ ηελ 

ρξνληθή απηή ζηηγκή θαη αλ         ηφηε ε λέα θιήζε γίλεηαη ακέζσο δεθηή κε 

ηελ βαζηθή ηεο απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο. Αλ φκσο φινη νη εμππεξεηεηέο είλαη 

θαηεηιεκκέλνη ηφηε ε λέα θιήζε γίλεηαη δεθηή αλ θαη κφλν αλ ην λέν πεδίν νξηζκνχ 

ηνπ j είλαη        . Πξνθαλψο εάλ    , ε λέα θιήζε κπινθάξεηαη θαη 

ράλεηαη. Δθαξκφδνληαο ινηπφλ ηελ ζπιινγηζηηθή ηεο ειαζηηθφηεηαο, ην εχξνο δψλεο 

ηεο εηζεξρφκελεο θιήζεο ζπκπηέδεηαη παίξλνληαο ηελ ηηκή     
 

   
  κνλάδεο εχξνπο 
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δψλεο ελψ ηαπηφρξνλα ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ηεο απμάλεηαη θαη γίλεηαη ίζνο κε  

     
   

 
 , κε h=1/κ, έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε ηζφηεηα : 

                                                                                                                    (3.2) 

Δπηπξνζζέησο, ζπκπίεζε εχξνπο δψλεο φζν θαη αχμεζε ζην ρξφλν εμππεξέηεζεο 

ηνπο, επηδέρνληαη θαη νη θιήζεηο πνπ εμππεξεηνχληαη ηε ρξνληθή απηή ζηηγκή, νη ηηκέο 

ησλ νπνίσλ γίλνληαη αθξηβψο ίδηεο κε ηηο ηηκέο ηεο λέαο θιήζεο. ΢ηελ αληίζεηε ηψξα 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία κία θιήζε εμππεξεηήζεθε απφ ην ζχζηεκα, απηή 

απνδεζκεχεη ηνπο πφξνπο πνπ ηεο είραλ δηαηεζεί θαη ελ ζπλερεία ην ζχζηεκα κνηξάδεη 

αλαινγηθά ην εχξνο δψλεο απηφ ζηηο ππφινηπεο θιήζεηο φπνπ αλαιφγσο κε ηελ ηηκή 

ηνπ j δηαθξίλνληαη δχν πεξηπηψζεηο : 

1. Δάλ     κεηά ηελ απνκάθξπλζε ηεο θιήζεο απφ ην ζχζηεκα ηφηε ην εχξνο 

δψλεο φισλ ησλ θιήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη απνζπκπηέδεηαη πιήξσο έηζη 

ψζηε λα γίλεη b=1. 

2. Δάλ παξακέλεη λα ηζρχεη     ηφηε ην εχξνο δψλεο ησλ θιήζεσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο παξακέλεη ζπκπηεζκέλν αιιά ε ηηκή ηνπ απμάλεηαη σο   
 

 
  

κνλάδεο γηα θάζε θιήζε. 

Καηά αληηζηνηρία ησλ αλσηέξσ πεξηπηψζεσλ κεηαβάιιεηαη θαη ν ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο. 

΢ην ζεκείν απηφ θξίλεηαη αλαγθαίν έλα απιφ παξάδεηγκα φρη κφλν γηα ηελ πιήξε 

θαηαλφεζε ησλ παξαπάλσ αιιά θαη πξνθεηκέλνπ λα δεηρζεί ε απνηειεζκαηηθφηεηα 

ηεο κεζφδνπ ζε ζχγθξηζε κε απηή ηνπ πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ φπνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε θφξκνπια ηνπ Erlang.  

2. Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 3.1 

Αξρηθά ρξεζηκνπνηνχληαη ηα ίδηα δεδνκέλα κε απηά ηνπ παξαδείγκαηνο 2.1 θαη 

επηπιένλ νξίδεηαη σο Σ=7. Ξεθηλψληαο ηελ αλάιπζε απφ ηελ ρξνληθή ζηηγκή θαηά 

ηελ νπνία ην ζχζηεκα είλαη πιήξσο θαηεηιεκκέλν (δειαδή δελ κπνξνχλ λα 

εμππεξεηεζνχλ λέεο θιήζεηο βάζεη ηεο βαζηθήο ηνπο απαίηεζεο ζε εχξνο δψλεο) θαη 

κία λέα θιήζε θαηαθζάλεη δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο : 
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 Δάλ j=C=5 ηφηε φιεο νη θιήζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη 

ηεο λέαο ζα ππνζηνχλ ζπκπίεζε ηνπ εχξνπο δψλεο ηνπο ψζηε     
 

   
 

 

 
   

κνλάδεο, ελψ ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ηνπο απμάλεηαη αληηζηξφθσο αλάινγα  

      
   

 
  

 

 
    ψζηε λα ηζρχεη ε ηζφηεηα  ηεο (3.2). Δπηπιένλ είλαη 

θαλεξφ φηη νη πφξνη ηνπ ζπζηήκαηνο παξακέλνπλ ακεηάβιεηνη θαη ίζνη κε ηελ 

κέγηζηε ηηκή ηνπο C=5 θαζψο ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε (3.1). Πξάγκαηη, 

εθφζνλ n=6 ε ζπλζήθε παίξλνληαο αξηζκεηηθή ππφζηαζε γίλεηαη        

   
 

 
     . 

 Δάλ j=6 ηφηε φιεο νη θιήζεηο ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο λέαο ζα ππνζηνχλ 

ζπκπίεζε εχξνπο δψλεο ψζηε     
 

 
, ελψ ν ρξφλνο εμππεξέηεζεο ηνπο 

γίλεηαη    
 

 
    . Πξνθαλψο ηθαλνπνηνχληαη νη πεξηνξηζκνί (3.1) θαη (3.2). 

 Δάλ j=7 ηφηε νη θιήζεηο πνπ ήδε βξίζθνληαη ζην ζχζηεκα θαη εμππεξεηνχληαη 

είλαη 7. ΢ην παξάδεηγκα φκσο απηφ έρνπκε νξίζεη σο ζεσξεηηθή κέγηζηε ηηκή 

ηεο ρσξεηηθφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο ηελ ηηκή Σ=7. Απηφ ζεκαίλεη πσο ε λέα 

θιήζε δελ κπνξεί λα γίλεη δεθηή θαη θαηά ζπλέπεηα ράλεηαη δηφηη ε πνιηηηθή 

θαηαλνκήο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζπζηήκαηνο δελ επηηξέπεη πεξαηηέξσ 

ζπκπίεζε. 

΢πκπεξαζκαηηθά, γηα ην παξάδεηγκα απηφ, νη θιήζεηο είηε ζα έρνπλ b=1 φηαλ j C 

είηε b=5/6 φηαλ j=6 είηε b=5/7 φηαλ j=7. Με άιια ιφγηα ην εχξνο δψλεο ησλ θιήζεσλ 

κπνξεί λα πάξεη κφλνλ απηέο ηηο ηηκέο κε ηελ ειάρηζηε δπλαηή ηηκή λα πξνθχπηεη σο : 

      
 

 
                                                                                                                   (3.3)   

Έρνληαο πιένλ ππνινγίζεη φιεο ηηο απαξαίηεηεο παξακέηξνπο πνπ ππνδειψλνπλ ηελ 

εθαξκνγή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζην ζχζηεκα κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε ζηελ 

εχξεζε ηεο CBP. Καηά αληηζηνηρία ινηπφλ κε ην παξάδεηγκα ηνπ πξνεγνχκελνπ 

θεθαιαίνπ αθνινπζνχλ πίλαθαο κε ηα δπλαηά n θαη j θαζψο θαη ηα δηαγξάκκαηα 

κεηαπηψζεσλ ησλ θαηαζηάζεσλ κε ηηο αληίζηνηρεο εμηζψζεηο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο πνπ 

ηα δηέπνπλ πξνο εχξεζε ηνπ γεληθνχ ηχπνπ ηεο πηζαλφηεηαο κνλίκνπ θαηάζηαζεο 

P(n) ν νπνίνο θαη πξνθαλψο δηαθέξεη απφ απηφλ ηεο ζρέζεο (2.8).  
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Απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα θαη ελ ζπγθξίζεη κε ηνλ αληίζηνηρν (2.1) θαίλνληαη νη δχν 

θξίζηκεο θαηαζηάζεηο φπνπ νη θιήζεηο μεπεξλνχλ ησλ αξηζκφ ησλ εμππεξεηεηψλ. Δλ 

αληηζηνηρία, ζην ζρήκα 3.1 θαίλνληαη νη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο γηα ηηο θξίζηκεο απηέο 

θαηαζηάζεηο ζηηο νπνίεο ινγίδεηαη κία λέα παξάκεηξνο r θαη ε νπνία εθθξάδεη ηνλ 

παξάγνληα κείσζεο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο φηαλ κία θιήζε απνκαθξπλζεί απφ ην 

ζχζηεκα. Η ηηκή ηεο παξακέηξνπ απηήο γηα ηηο θαηαζηάζεηο 1 έσο 5, πξνθαλψο 

παίξλεη ηελ ηηκή 1 ελψ γηα ηηο θαηαζηάζεηο 6 θαη 7 γίλεηαη r(6)=5/6 θαη r(7)=5/7 

αληίζηνηρα. Βαζηδφκελνη ινηπφλ ζηηο εμηζψζεηο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο θαη δεδνκέλνπ φηη 

α=ι/κ θαηαιήγνπκε ζηνλ ηχπν εχξεζεο ηεο πηζαλφηεηαο κνλίκνπ θαηάζηαζεο ν 

νπνίνο είλαη : 

     
α

  

 

      
   

             , κε r(0)=1                                                                     (3.4)  
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Απφ ηελ (3.4), ηεο νπνίαο ε δηαθνξά απφ ηελ (2.8) είλαη εκθαλήο, κπνξνχκε πιένλ λα 

ππνινγίζνπκε φιεο ηηο πηζαλέο θαηαζηάζεηο αξθεί λα γλσξίδνπκε ηελ P(0). Όκσο, κε  

ηελ ρξήζε ηεο ζπλζήθεο θαλνληθνπνίεζεο (2.9) θαη ηελ ζρέζε (3.4) κπνξνχκε λα 

ππνινγίζνπκε ηελ P(0) απφ ηελ ζρέζε : 

       
 

  

 

      
   

 
    

  

                                                                                         (3.5) 

Δπνκέλσο απφ ηελ (3.5) θαη ηα αξηζκεηηθά δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο πξνθχπηεη 

φηη : 

                                                                                                                 (3.6) 

Έρνληαο πιένλ ππνινγίζεη ηελ πηζαλφηεηα θαηά ηελ νπνία θακία θιήζε δελ 

εμππεξεηείηαη απφ ην ζχζηεκα κπνξνχκε κε ηελ ρξήζε ηεο αλαδξνκηθήο ζρέζεο (3.4) 

λα θαηαιήμνπκε ζηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο. Όπσο είλαη πξνθαλέο ε CBP 

αθνξά ηελ θαηάζηαζε 7 φπνπ ην ζχζηεκα πέξα απφ κε δηαζέζηκνπο πφξνπο δελ 

κπνξεί θαη λα ππνβάιιεη πεξαηηέξσ ζπκπίεζε ζην εχξνο δψλεο ησλ θιήζεσλ πνπ 

εμππεξεηεί δηφηη ην απαγνξεχεη ν αξρηθφο νξηζκφο ηνπ T=7. Απφ ηελ (3.4) ινηπφλ θαη 

κε ρξήζε ηεο (3.6) θαηαιήγνπκε ζηελ CBP φπνπ: 

                  ή                                                                                (3.7) 

3. ΢πκπεξάζκαηα 

Απφ ην απνηέιεζκα ηεο (3.7) ελ ζπγθξίζεη κε απηφ ηεο (2.15), γίλεηαη ηδηαηηέξσο 

αηζζεηή ε βειηίσζε ηεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηελ εθαξκνγή ηνπ ειαζηηθνχ 

κνληέινπ. Δπηπιένλ γίλεηαη θαλεξφ πσο ν αξηζκφο ησλ θιήζεσλ νη νπνίεο κπνξνχλ 

λα εμππεξεηεζνχλ απφ ην ζχζηεκα είλαη πεξηζζφηεξεο απφ φηη ζην αληίζηνηρν ηνπ 2
νπ

 

θεθαιαίνπ θάηη ην νπνίν ζπλάδεη απφιπηα κε ηνλ βαζηθφ ζθνπφ ησλ κνληέισλ 

ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο, δειαδή ην φθεινο ησλ ζπλδξνκεηψλ.  

Έρνληαο ινηπφλ νινθιεξψζεη ηελ κειέηε ηεο επίδξαζεο ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζε 

έλα ζχζηεκα κνλνδηάζηαηεο θίλεζεο ζπλίζηαηαη, γηα ηνπο ιφγνπο νη νπνίνη έρνπλ 

αλαθεξζεί ζηελ παξάγξαθφ 2.4.1, ε κειέηε ηεο επηξξνήο ηεο ειαζηηθήο θίλεζεο ζε 

ζπζηήκαηα πνπ εμππεξεηνχλ πνιπδηάζηαηε θίλεζε. Ωζηφζν, ην γεγνλφο ηεο χπαξμεο 

πεξηζζνηέξσλ ηεο κίαο θαηεγνξηψλ θίλεζεο ζ’ έλα ηέηνην ζχγρξνλν 
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ηειεπηθνηλσληαθφ δίθηπν θαζηζηά αδχλαηε ηελ εχξεζε αθξηβνχο αλαδξνκηθνχ ηχπνπ. 

Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ην εχξνο δψλεο απμνκεηψλεηαη κε ηνλ ίδην ξπζκφ ζε 

φιεο ηηο θαηεγνξίεο θίλεζεο κε απνηέιεζκα ε  Μαξθνβηαλή αλάιπζε ηνπ κνληέινπ 

λα κελ επαιεζεχεη ηελ ηνπηθή ηζνξξνπία. Σν πξναλαθεξζέλ πξφβιεκα καο αλαγθάδεη 

ζηελ εχξεζε ελφο πξνζεγγηζηηθνχ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ κέζσ κηαο Μαξθνβηαλήο 

αιπζίδαο πνπ πξνζεγγίδεη ηελ αξρηθή θαη ζηελ νπνία ππάξρεη ε έλλνηα ηεο ηνπηθήο 

ηζνξξνπίαο. Έλαο ηέηνηνο πξνζεγγηζηηθφο ηχπνο έρεη πξνηαζεί απφ ηνλ Κνπθνπιίδε. 

Σν αλαιπηηθφ απηφ κνληέιν πξνζεγγίδεη ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ην ειαζηηθφ 

κνληέιν πνπ εμεηάδνπκε θαη εηδηθφηεξα βαζηθέο παξακέηξνπο φπσο ηε CBP, ην κέζν 

αξηζκφ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ θ.α. ΢ηελ επφκελε ελφηεηα, πξσηίζησο, ζα 

γίλεη κία αλαθνξά ζηελ έλλνηα ηεο αληηζηξεςηκφηεηαο (reversibility) [4][5], πσο απηή 

ζπλδέεηαη κε ηελ έλλνηα ηεο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο αιιά θαη κε βάζε πνην ζεψξεκα 

γίλεηαη ν έιεγρνο ηεο χπαξμε ηεο. Δλ ζπλερεία  ζα δνζεί ηφζν ε ζπιινγηζηηθή ηνπ 

ξεαιηζηηθνχ φζν θαη ηνπ κνληέινπ ηνπ Κνπθνπιίδε θαζψο θαη αληίζηνηρν αξηζκεηηθφ 

παξάδεηγκα πνπ ζα απνδεηθλχεη ηελ αλσηέξσ πξνζέγγηζε αιιά θαη ηε βειηίσζε ζηελ 

απφδνζε ελφο ζπζηήκαηνο πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο ελ ζπγθξίζεη κε ηε κέζνδν ησλ 

Kaufman-Roberts ηνπ 2
νπ

 θεθαιαίνπ. 

 

3. Ζ έννοια ηηρ ανηιζηπετιμόηηηαρ (Reversibility) 

Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί ζην 2
ν
 θεθάιαην, βαζηθή πξνυπφζεζε γηα ηελ εχξεζε ησλ 

πηζαλνηήησλ κφληκεο θαηάζηαζεο απνηειεί ε χπαξμε ηνπηθήο ηζνξξνπίαο. ΢ηελ 

πξνεγνχκελε ελφηεηα ππνινγίζακε ηηο πηζαλφηεηεο απηέο θαηαγξάθνληαο ηηο 

εμηζψζεηο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο γηα ηε κειέηε κνλνδηάζηαηεο θίλεζεο απφ ηα 

αληίζηνηρα δηαγξάκκαηα κεηάβαζεο θαηαζηάζεσλ. Ωζηφζν, ε αληίζηνηρε κειέηε γηα 

πνιπδηάζηαηε θίλεζε, ιφγσ ηνπ αξθεηά κεγαιχηεξνπ αξηζκνχ πηζαλψλ θαηαζηάζεσλ 

θαη επνκέλσο κεγάινπ αξηζκνχ εμηζψζεσλ, θαζηζηά δχζθνιε ηελ εμαγσγή 

ζπκπεξάζκαηνο χπαξμεο ή κε ηνπηθήο ηζνξξνπίαο [4]. Γηα λα αξζεί ινηπφλ ην 

πξφβιεκα απηφ, αλαγφκαζηε ζε κία δηαθνξεηηθή κέζνδν επαιήζεπζεο ηεο ηνπηθήο 

ηζνξξνπίαο ε νπνία ζηεξίδεηαη ζηελ αμηνπνίεζε ηεο δνκήο θαη ησλ ηδηνηήησλ ησλ 

δηαγξακκάησλ κεηαπηψζεσλ ησλ θαηαζηάζεσλ εηζάγνληαο ηελ έλλνηα ηεο 

αληηζηξεςηκφηεηαο.  
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Θεώπημα 3.1   Μία Μαξθνβηαλή αιπζίδα ραξαθηεξίδεηαη σο αληηζηξέςηκε αλ θαη 

κφλν αλ ππάξρεη ηνπηθή ηζνξξνπία κεηαμχ γεηηνληθψλ θαηαζηάζεσλ θαη 

αληηζηξφθσο[4][5].  

Οξίδνπκε σο γεηηνληθέο θαηαζηάζεηο ηηο θαηαζηάζεηο εθείλεο πνπ ζπλδένληαη κεηαμχ 

ηνπο κέζσ ηεο απνδνρήο ζην ζχζηεκα ή ηεο αλαρψξεζεο απφ ην ζχζηεκα κηαο κφλν 

θιήζεο.   

Απφ ηελ ζρέζε έθθξαζεο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο (2.13) παξαηεξνχκε πσο ε  εμαγσγή 

ηνπ ζπκπεξάζκαηνο φηη ε Μαξθνβηαλή αιπζίδα είλαη αληηζηξεπηή βαζίδεηαη ζην 

γηλφκελν ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο κε ηηο αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο θαηάζηαζεο: 

π           π                                                                                             (3.8) 

 πος  π(r-1)=λ και π(r)=r*μ  οι πιθαν ηηηερ μεηάβαζηρ. 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε κειέηε ηεο πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο είλαη δχζθνιε ιφγσ ηνπ 

κεγάινπ αξηζκνχ θαηαζηάζεσλ θαη επνκέλσο κεγάινπ αξηζκνχ πηζαλνηήησλ κνλίκνπ 

θαηάζηαζεο. Ωο εθ ηνχηνπ, δεκηνπξγείηαη ην εξψηεκα γηα ην αλ ζα κπνξνχζε λα 

απνδεηρζεί φηη ππάξρεη αληηζηξεςηκφηεηα ρσξίο λα ζπκπεξηιεθζνχλ νη πηζαλφηεηεο 

θαηάζηαζεο, δειαδή κε ηε ρξήζε κφλν ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο [5]. Αλ  απηφ 

ζπλέβαηλε, ηφηε ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα 3.1 ζα επαιεζεπφηαλ ε χπαξμε ηεο ηνπηθήο 

ηζνξξνπίαο. Η απάληεζε ζην εξψηεκα απηφ δίλεηαη απφ ην αθφινπζν ζεψξεκα 

ζχκθσλα κε ην νπνίν : 

Θεώπημα 3.2 (Kolmogorov's criterion): Αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ 

χπαξμε αληηζηξεςηκφηεηαο απνηειεί ην γεγνλφο πσο αλ ππάξρεη κία ξνή κεηάβαζεο 

απφ κία θαηάζηαζε x1 ζε κία θαηάζηαζε x2 ηφηε ππάξρεη θαη ε αληίζηξνθε ξνή 

κεηάβαζεο απφ ηελ θαηάζηαζε  x2 ζηελ θαηάζηαζε x1 θαη κάιηζηα νη ξνέο απηέο 

είλαη ίζεο. 

Γηα λα γίλεη θαηαλνεηφ ην αλσηέξσ ζεψξεκα ππνζέηνπκε ην παξαθάησ δηζδηάζηαην 

δηάγξακκα κεηάβαζεο ηεζζάξσλ θαηαζηάζεσλ : 
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Σχήμα  3.2     Διζδιάζηαηο διάγπαμμα μεηάβαζηρ καηαζηάζεων (Kolmogorov’s criterion) [4] 

 

Θεσξψληαο σο αξρηθή θαηάζηαζε ηελ (x1,x2) ηφηε κε βάζε ην παξαπάλσ ζρήκα νη 

ξνέο νη νπνίεο αλαθέξνληαη ζην ζεψξεκα 3.2 εθθξάδνληαη σο : 

Καηά ηη θοπά πολογιού: 

                                                  

Ανηίθεηη θοπά πολογιού:   

                                                 

Αλ ινηπφλ νη παξαπάλσ ξνέο είλαη ίζεο ηφηε ππάξρεη αληηζηξεςηκφηεηα θαη επνκέλσο 

ππάξρεη θαη ηνπηθή ηζνξξνπία [4]. Η παξαπάλσ έλλνηα απνηειεί θαη ηε βάζε 

αλάπηπμεο ηνπ πξνζεγγηζηηθνχ κνληέινπ ηνπ Κνπθνπιίδε πνπ ζα δνχκε παξαθάησ. 
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4. Ζ Θευπία ελαζηικόηηηαρ για πολςδιάζηαηη κίνηζη 

1. Σν ειαζηηθφ κνληέιν γηα πνιπδηάζηαηε θίλεζε 

Όπσο αλαθέξζεθε, πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξάςνπκε ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε θαη λα 

θαηαιήμνπκε ζηελ αλαδξνκηθή θφξκνπια πνπ ην εθθξάδεη, πξέπεη πξψηα λα 

νξίζνπκε ηελ κνληεινπνίεζε ηνπ ειαζηηθνχ ην νπνίν θαη εθαξκφδεηαη θαηά ηελ 

πξνζνκνίσζε. Με βάζε ηα αλσηέξσ, ζεσξνχκε έλα ζχζηεκα κε ρσξεηηθφηεηα C θαη 

ζεσξεηηθή κέγηζηε ρσξεηηθφηεηα T. Σν ζχζηεκα απηφ εμππεξεηεί K θαηεγνξίεο 

θιήζεσλ φπνπ θάζε θαηεγνξία ηχπνπ i, κε i=1,….,K, ραξαθηεξίδεηαη αληίζηνηρα απφ 

bi βαζηθή απαίηεζε κνλάδσλ εχξνπο δψλεο, ιi ξπζκφ άθημεο θαη κi ξπζκφ 

εμππεξέηεζεο. ΢πκβνιίδνληαο σο         
 
    ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεηιεκκέλσλ 

εμππεξεηεηψλ βάζεη ηνπ T, ε βαζηθή ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ αθνινπζεί 

ηελ παξαθάησ πνιηηηθή : 

 Δάλ, θαηά ηελ άθημε κία λέαο θιήζεο θαηεγνξίαο i κε βαζηθή απαίηεζε bi, ην 

άζξνηζκα ηνπ bi κε ην ήδε θαηεηιεκκέλν εχξνο δψλεο, δίλεη     ηφηε θάζε 

θιήζε ιακβάλεη ηελ βαζηθή ηεο απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο. 

 Δάλ, θαηά ηελ άθημε κία λέαο θιήζεο θαηεγνξίαο i κε βαζηθή απαίηεζε bi, ην 

άζξνηζκα ηνπ bi κε ην ήδε θαηεηιεκκέλν εχξνο δψλεο δίλεη j ηέηνην ψζηε 

     , ηφηε φιεο νη θιήζεηο, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη ηεο λέαο, 

ζπκπηέδνπλ ην εχξνο δψλεο ηνπο θαηά αλαινγία κε ηελ βαζηθή ηνπο απαίηεζε. 

Με άιια ιφγηα αλ ν παξάγνληαο κείσζεο είλαη r, ηφηε ην ζπκπηεζκέλν εχξνο 

δψλεο ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο είλαη ίζν κε ην γηλφκελν ηεο βαζηθήο 

απαίηεζεο θάζε κίαο κε ηνλ παξάγνληα απηφ (bi* r). Γηα παξάδεηγκα αλ νη 

θιήζεηο κηαο θαηεγνξίαο έρνπλ βαζηθή απαίηεζε εχξνπο δψλεο δηπιάζηα ησλ 

θιήζεσλ θάπνηαο άιιεο θαηεγνξίαο ηφηε θαη ηα αληίζηνηρα ζπκπηεζκέλα εχξε 

δψλεο ζα είλαη δηπιάζηα. Δπηπιένλ πξέπεη λα ηνληζζεί φηη νη θιήζεηο ηεο ίδηαο 

θαηεγνξίαο ιακβάλνπλ πάληα ηελ ίδηα ηηκή πφξσλ (ζπκπηεζκέλσλ ή κε). ΢ηελ 

αληίζεηε ηψξα πεξίπησζε φπνπ κία θιήζε εμππεξεηήζεθε θαη απνρσξεί απφ 

ην ζχζηεκα, ηφηε ην εχξνο δψλεο ην νπνίν δέζκεπε κνηξάδεηαη ζηηο ππφινηπεο 

θιήζεηο πάληα αλάινγα κε ηελ βαζηθή ηνπο απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο. 

 Μία θιήζε κπινθάξεηαη θαη ράλεηαη αλ θαηά ηελ άθημε ηεο βξίζθεη ην 

ζχζηεκα ζηελ θαηάζηαζε φπνπ j=T. Με άιια ιφγηα κία θιήζε δελ κπνξεί λα 

ιάβεη εχξνο δψλεο κηθξφηεξν ηεο ηηκήο πνπ νξίδεη ε ζπλζήθε: 
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                                                                                                      (3.9) 

φπνπ ην πειίθν       
 

 
  απνηειεί ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ παξάγνληα r πνπ 

πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηελ βαζηθή απαίηεζε εχξνπο δψλεο κίαο θιήζεο. Ο 

ειάρηζηνο απηφο παξάγνληαο      είλαη ίδηνο γηα ηηο θιήζεηο φισλ ησλ 

θαηεγνξηψλ. 

Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί, ε ζπγθεθξηκέλε ινγηθή θαηαλνκήο ησλ πφξσλ δελ θαζηζηά 

δπλαηή ηελ εχξεζε αλαδξνκηθήο ζρέζεο πνπ λα εθθξάδεη ην παξαπάλσ κνληέιν. 

Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ε Μαξθνβηαλή αλάιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ δελ 

επαιεζεχεη ηελ ηνπηθή ηζνξξνπία (local balance) θαζψο δελ ηεξείηαη ην ζεψξεκα 3.2. 

Με άιια ιφγηα είλαη έλα κε αληηζηξέςηκν κνληέιν. Μφλε ιχζε επνκέλσο ζην 

παξαπάλσ πξφβιεκα απνηειεί ε εχξεζε ελφο κνληέινπ πνπ ζα πξνζεγγίδεη 

ηθαλνπνηεηηθά ην ειαζηηθφ αιιά ηαπηφρξνλα ζα ηθαλνπνηεί ηελ ηνπηθή ηζνξξνπία. 

Έλα ηέηνην κνληέιν είλαη  ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε. 

2. Σν κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε γηα πνιπδηάζηαηε θίλεζε 

Ξεθηλψληαο ηε ζπιινγηζηηθή ηνπ κνληέινπ ηνπ Κνπθνπιίδε, αιιά θαη γηα λα 

εμαρζνχλ νη αλαιπηηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο, ζεσξνχκε ηελ εμήο κνληεινπνίεζε : 

 Η ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη C. 

 Η ζεσξεηηθή ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη Σ. 

 Η δηαδηθαζία άθημεο θαη εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ αθνινπζεί ζηαηηζηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηπραίαο θίλεζεο. 

 Σν ζχζηεκα εμππεξεηεί δχν θαηεγνξίεο θίλεζεο. 

 Οη απαηηήζεηο ζε πφξνπο  θάζε θαηεγνξίαο είλαη b1 θαη b2 αληίζηνηρα. 

Αλ ζπκβνιίζνπκε κε ni ηνλ αξηζκφ ησλ θιήζεσλ ηχπνπ i ζην ζχζηεκα ζηελ 

θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ηφηε ζεσξνχκε ην δηάλπζκα νξηαθήο θαηάζηαζεο n(=n1,n2). 

Δπηπιένλ ζπκβνιίδνπκε σο j ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ φπνπ γηα 

ηελ παξαπάλσ κνληεινπνίεζε νξίδεηαη σο j=n*b=n1*b1+n2*b2. Δάλ κία λέα θιήζε 

κίαο θαηεγνξίαο i (i=1,2) αθηρζεί θαη ην ζχζηεκα βξεζεί ζε κία θαηάζηαζε  (n1,n2) 

ηέηνηα ψζηε  Σ       , ηφηε ε θιήζε ζα γίλεη απνδεθηή αιιά ν ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο φισλ ησλ θιήζεσλ πνπ βξίζθνληαη ζην ζχζηεκα ζα ππνζηεί αχμεζε 

φπσο αληίζηνηρα θαη ζην ειαζηηθφ κνληέιν. Η δηαθνξά έγθεηηαη ζηελ ζπιινγηζηηθή 
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ηεο αχμεζεο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο φπνπ ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνζεγγηζηηθνχ 

κνληέινπ βαζίδεηαη ζηελ ηθαλνπνίεζε ηνπ ζεσξήκαηνο 3.2. Η δηαθνξά ινηπφλ απηή 

εθθξάδεηαη απφ ηνλ παξάγνληα Φ     κε i=1,2,…,Κ [7][8]. Δπηπιένλ ην εχξνο δψλεο 

ησλ θιήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη ππφθεηηαη αληίζηνηρα ζπκπίεζε θαηά ηνλ ίδην απηφ 

παξάγνληα έηζη ψζηε λα ηζρχεη πάληα, φπσο έρεη αλαθεξζεί θαη ζηελ πξνεγνχκελε 

παξάγξαθν, ε ζρέζε (3.2) . Δάλ  : 

1. ζπκβνιίζνπκε κε ni
+
 ην δηάλπζκα νξηαθήο θαηάζηαζεο πνπ εθθξάδεη ηελ 

πεξίπησζε λα απμεζεί θαηά κία θιήζε ν αξηζκφο ησλ θιήζεσλ ηχπνπ i πνπ 

βξίζθνληαη ζην ζχζηεκα. 

2. ζπκβνιίζνπκε κε ni
-
 ην δηάλπζκα νξηαθήο θαηάζηαζεο πνπ εθθξάδεη ηελ 

πεξίπησζε λα κεησζεί θαηά κία θιήζε ν αξηζκφο ησλ θιήζεσλ ηχπνπ i πνπ 

βξίζθνληαη ζην ζχζηεκα. 

3. νξίζνπκε σο Ω ην ζχλνιν ησλ δπλαηψλ θαηαζηάζεσλ πνπ πεξηγξάθεηαη απφ 

ηε ζρέζε Ω={ n :        } 

ηφηε ν παξάγνληαο Φ     νξίδεηαη σο αθνινχζσο: 

 Φ      
            γ                      

 
     

  

    
         γ                        

                                      (3.10) 

φπνπ ηα      νξίδνληαη σο βάξε ηεο θαηάζηαζεο n   Ω. Δπνκέλσο, κε ηε ρξήζε ηνπ 

παξάγνληα πνπ νξίδεηαη ζηελ (3.10) ε πηζαλφηεηα κνλίκνπ θαηάζηαζεο ηθαλνπνηεί 

ηελ ηνπηθή ηζνξξνπία ηεο νπνίαο ε αληίζηνηρε εμίζσζε είλαη:  

 ι      
      κ

 
 Φ                                                                              (3.11) 

Θέηνληαο ηψξα ζηελ (3.11) σο Φ      , δειαδή γηα ηελ πεξίπησζε πνπ δελ 

εθαξκφδεηαη ειαζηηθή θίλεζε, είλαη πξνθαλήο ε ηζφηεηα ηεο κε ηελ αληίζηνηρε 

εμίζσζε (2.17) ηνπ κνληέινπ ησλ Kaufman-Roberts.  Ωζηφζν, ην δηάζηεκα ην νπνίν 

θαη καο ελδηαθέξεη λα κειεηήζνπκε είλαη απηφ θαηά ην νπνίν εθαξκφδεηαη ειαζηηθή 

θίλεζε, δειαδή ζην δηάζηεκα φπνπ ην ζχζηεκα βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε    Ω  

γηα ηελ νπνία ηζρχεη          . Απφ ηελ (3.10), γηα ην δηάζηεκα απηφ, ν 

παξάγνληαο Φ      παίξλεη ηηκή ε νπνία εμαξηάηαη απφ ηα βάξε      ην νπνίν θαη 

αλαγάγεη ηελ πεξεηαίξσ κειέηε ζηνλ ππνινγηζκφ απηψλ αιιά θαη ηε ζπιινγηζηηθή 

ηεο επηινγήο απηήο ηεο ηηκήο γηα ηνλ Φ    . Ξεθηλψληαο ινηπφλ ηε κειέηε 
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εμεηάδνπκε φια ηα δηαζηήκαηα ησλ πηζαλψλ θαηαζηάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Γηα ην 

δηάζηεκα φπνπ     Ω  ε ηηκή ηνπ      είλαη πξνθαλψο 0 ελψ γηα ην γηα ην δηάζηεκα 

φπνπ          ιφγσ ηεο κε χπαξμεο ειαζηηθήο θίλεζεο (θαζψο νη θαηεηιεκκέλνη 

πφξνη ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη κηθξφηεξνη ή ην πνιχ ίζνη κε ηελ ρσξεηηθφηεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο) κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη       . Πξνο ράξηλ ηψξα ηεο κειέηεο 

ηεο πεξίπησζεο θαηά ηελ νπνία            κε      Ω θαη ζχκθσλα κε ηε 

Μαξθνβηαλή αλάιπζε ζεσξνχκε ην παξαθάησ δηάγξακκα κεηάβαζεο ηεζζάξσλ 

γεηηνληθψλ θαηαζηάζεσλ γηα ζχζηεκα δχν θαηεγνξηψλ θίλεζεο : 

 

Σχήμα  3.3     Διάγπαμμα μεηάβαζηρ καηαζηάζεων ηος μονη λος ηος Κοςκοςλ δη 

 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, βαζηθή απαίηεζε βάζεη ηεο νπνίαο αλαπηχζζεηαη ην κνληέιν 

απηφ, είλαη ε χπαξμε ηνπηθήο ηζνξξνπίαο. Γηα λα επηηεπρζεί επνκέλσο απηφ θαη κε 

βάζε ην ζρήκα 3.3, αξθεί λα επαιεζεχεηαη ην ζεψξεκα 3.2. Έηζη ζπκβνιίδνληαο κε 

Π(Α)  ηε ξνή θαηά ηε θνξά ηνπ ξνινγηνχ θαη κε Π(Β) ηε ξνή θαηά ηελ αληίζεηε θνξά 

πξνθχπηνπλ: 

Π Α  ι  Φ            κ
 
 Φ              κ

 
 ι   

Π Β  ι  Φ              κ
 
 Φ            κ

 
 ι                        (3.12) 

Π Α  Π Β   

Σειηθψο, ην απνηέιεζκα ηεο ηζφηεηαο πνπ πεξηγξάθεηαη ζηηο ζρέζεηο (3.12) είλαη : 

Φ         Φ           Φ           Φ                                        (3.13) 
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Δάλ αληηθαηαζηαζεί ε ηηκή ηνπ παξάγνληα Φ(i) ζηελ (3.13) κε ηελ ρξήζε ηνπ 

νξηζκνχ ηνπ απφ ηελ ζρέζε (3.10) πξνθχπηεη ε ηζρχο ηεο ελ ιφγσ ηζφηεηαο ην νπνίν 

θαη εμεγεί ηελ επηινγή Φ     
     

  

    
  γηα ην δηάζηεκα ζην νπνίν            . 

Δπηπιένλ φπσο έρεη αλαθεξζεί ζηελ αξρή ηεο παξαγξάθνπ 2.1, βαζηθή πξνυπφζεζε 

γηα ηελ εθαξκνγή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο απνηειεί ε ζρέζε (3.1). Δθαξκφδνληαο ηελ 

γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε κνληεινπνίεζε πξνθχπηεη ε παξαθάησ εμίζσζε : 

      Φ
 
              Φ

 
                                                           (3.14) 

φπνπ    Φ
 
         θαη     Φ

 
         απεηθνλίδνπλ ηα   

  θαη    
  αληίζηνηρα. 

Δάλ  ηζρχεη ε αληζφηεηα                     ηφηε απφ ηνλ ζπλδπαζκφ 

ησλ ζρέζεσλ (3.14) θαη (3.10) πξνθχπηεη ε ζρέζε : 

         
 

 
                                                           (3.15)  

Με βάζε επνκέλσο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε αιιά θαη ηελ γεληθφηεξε αλάιπζε ηεο 

παξαγξάθνπ απηήο κπνξνχκε λα δψζνπκε ην γεληθφ νξηζκφ ησλ βαξψλ x(n) γηα έλα 

ζχζηεκα ην νπνίν ηθαλνπνηεί Κ θαηεγνξίεο θίλεζεο : 

      

                                            γηα          θαη      Ω 
 

 
            

  Κ
           γηα                   

                                             αιινχ                                         

               (3.16) 

Πξνθαλψο γίλεηαη θαηαλνεηφ πσο ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε απνηειεί επέθηαζε 

ηνπ κνληέινπ ησλ Kaufman-Roberts. Δπνκέλσο ε πεξαηηέξσ αλάιπζε αλάγεηαη ζηελ 

εχξεζε ησλ αληίζηνηρσλ ηνπ κνληέινπ ησλ Kaufman-Roberts πηζαλνηήησλ 

θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ q(j) γηα K θαηεγνξίεο θίλεζεο . 

Δμεηάδνληαο ην ζχζηεκα ζηα δηαζηήκαηα φισλ ησλ πηζαλψλ θαηαζηάζεσλ 

δηαθξίλνπκε ηα εμήο : 

 Αλ ην ζχζηεκα βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε (n1,n2) ηέηνηα ψζηε          

  απνδεηθλχεηαη εχθνια πσο : 

 

      
 

 
  α            

 
                                                                 (3.17) 
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απνηέιεζκα πνπ ζπκπίπηεη κε ηνλ ηχπν ησλ Kaufman-Roberts θάηη ην νπνίν 

θαη πξνθαλψο πεξηκέλακε. 

 Αλ ην ζχζηεκα βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε (n1,n2) ηέηνηα ψζηε          ,  

ηφηε αληηθαζηζηψληαο ζηελ εμίζσζε ηνπηθήο ηζνξξνπίαο (3.11) ηελ αληίζηνηρε 

ηηκή ηνπ παξάγνληα ηεο (3.10) αιιά θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ νξηζκφ ηνπ 

θνξηίνπ θίλεζεο α  ι  κ
 
  πξνθχπηεη: 

 

α           
          

                                                           (3.18) 

 

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δχν κέιε ηεο (3.18) κε bi, παίξλνληαο ην άζξνηζκα 

γηα i=1,….,K θαη αληηθαζηζηψληαο ην βάξνο x(n) απφ ηελ (3.16) πξνθχπηεη ε 

ζρέζε : 

 

     
 

 
   α         

   
                                                                   (3.19) 

 

Αζξνίδνληαο ηελ (3.19) γηα φιεο ηηο θαηαζηάζεηο φπνπ {n|n*b=j} πξνθχπηεη: 

 

      
 

 
   α         

   
                                                     (3.20) 

 

Δπηπιένλ είλαη γλσζηφ φηη ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε j θαηεηιεκκέλεο γξακκέο 

ζηελ θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε                  
. 

Δπνκέλσο απφ ηνλ ζπλδπαζκφ ηεο κε ηελ (3.20) πξνθχπηεη ε αλαδξνκηθή 

ζρέζε πνπ δίλεη ηα q(j) : 

 

     
 

 
  α            

 
                                                                 (3.21) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (3.17) θαη (3.21) παξαηεξνχκε πσο ε δηαθνξά ηνπο έγθεηηαη κφλν 

ζηνλ  παξαλνκαζηή ηνπ πειίθνπ ην νπνίν πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ φξν ηνπ 

αζξνίζκαηνο. Δπνκέλσο, αλ νξίζνπκε σο             
    γηα      
    γηα       

   ηφηε νη 

ζρέζεηο απηέο κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ ζε κία : 

     
 

         
  α            

 
                                                                    (3.22) 
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Αλ ηέινο ζεσξήζνπκε φηη γηα j=0  ην q(j)=1 ελψ γηα νπνηαδήπνηε θαηάζηαζε       

q(j)=0, ηφηε καδί κε ηελ (3.22) κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζηνλ γεληθφ ηχπν : 

      

                                                        γηα    
 

         
 α                      γηα         
   

                                                               αιινχ

                                        (3.23) 

Σέινο απνδεηθλχεηαη πσο ν ηχπνο ππνινγηζκνχ ηεο πηζαλφηεηαο κνλίκνπ θαηάζηαζεο 

πξνθχπηεη απφ ηελ ζρέζε : 

     
 

           
    
 
          

                                                                    (3.24) 

Έρνληαο ππνινγίζεη ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε ππνινγηζκνχ ησλ q(j) θαη αθνινπζψληαο 

ηελ ίδηα ινγηθή κε απηή ηεο παξαγξάθνπ 2.4.2 ζπλερίδνπκε κε ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

CBP. Η κφλε δηαθνξά πιένλ έγθεηηαη ζην δηάζηεκα ζην νπνίν κπινθάξεηαη κηα 

θιήζε. Έηζη κία θιήζε θαηεγνξίαο i ζα απνθιείεηαη αλ θαη κφλν αλ  T-j < bi  j > T-

bi. Δπνκέλσο, δεδνκέλνπ πσο ην j παίξλεη αθέξαηεο ηηκέο, ε δεηνχκελε πηζαλφηεηα 

ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ q(j) γηα j = (T-bi+1), (T-bi+2), ………, T . Αληίζηνηρα ν 

παξάγσλ θαλνληθνπνίεζεο γίλεηαη        Σ
   . Σειηθψο, ν γεληθφο ηχπνο 

ππνινγηζκνχ ηεο CPB ηεο θαηεγνξίαο i είλαη : 

      
    

 
  

        
                                                                                             (3.25) 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο αλ ρξεζηκνπνηεζνχλ νη ζρέζεηο (3.23) θαη (3.25) γηα ηα 

δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο 3.1, πξνθχπηεη αθξηβψο ην ίδην απνηέιεζκα γηα ηελ 

πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο. ΢πγθεθξηκέλα  ε ρξήζε ηεο (3.23) δίλεη ηηο θάησζη 

ηηκέο γηα ηα q(j) : 

      ,       ,              ,              ,               ,               

              ,                    . 

θαη ν παξάγσλ θαλνληθνπνίεζεο γίλεηαη             

Υξεζηκνπνηψληαο ελ ζπλερεία ηελ (3.25) πξνθχπηεη Β    
    

 
  

        
    

 
 

         , δειαδή αθξηβψο ην ίδην απνηέιεζκα κε απηφ ηεο ζρέζεο (3.7) θάηη ην 

νπνίν πξνθαλψο θαη αλακέλακε θαζψο ζην ζχζηεκα εμππεξεηείηαη κφλνλ κία 
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θαηεγνξία θίλεζεο θαη επνκέλσο δελ ηίζεηαη ζέκα πεξί κε αλαινγηθήο θαηαλνκήο 

πφξσλ θαηά ηελ δηαδηθαζία ηεο ζπκπίεζεο ησλ.  

Σέινο είλαη ζεκαληηθφ λα παξαηεζεί θαη ε καζεκαηηθή ζρέζε πνπ εμήρζε απφ ηνλ 

Κνπθνπιίδε θαη αθνξά ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ κέζνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ησλ 

θιήζεσλ θαζψο ζε αληίζεζε κε ην κνληέιν ησλ Kaufman-Roberts, δελ παξακέλεη 

ζηαζεξφο αιιά κεηαβάιιεηαη φπσο απαηηείηαη απφ ηελ ζεσξία ηεο ειαζηηθφηεηαο: 

   
     

        
 
                                                                                                          (3.26) 

Όπνπ ε παξάκεηξνο       αληηπξνζσπεχεη ηνλ κέζν φξν ησλ θιήζεσλ θάζε 

θαηεγνξίαο θαη πξνθχπηεη απφ ηε ζρέζε : 

                
 
                                                                                               (3.27)  

Σέινο, ζηελ ζρέζε (3.27) ε κεηαβιεηή        νξίδεηαη σο ε κέζε ηηκή ησλ θιήζεσλ 

ηεο θαηεγνξίαο i ζηελ θαηάζηαζε j ηεο νπνίαο ε καζεκαηηθή έθθξαζε δίλεηαη σο: 

      
 

            
                                                                           (3.28) 

          
 

            
 α          
 
   
   

          

Αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο ε ζρέζε (3.26) πξνθχπηεη άκεζα απφ ηελ εθαξκνγή ηνπ 

δηαδεδνκέλνπ ζηελ ζεσξία ηειεπηθνηλσληαθήο θίλεζεο λφκνπ ηνπ Little. [1 Κεθ1] 

Οη παξάκεηξνη (3.26) θαη (3.27), νη νπνίεο θαη ινγίδνληαη θαηά ηελ ππνινγηζηηθή 

αλάιπζε ηνπ 4
νπ

 θεθαιαίνπ, είλαη εμέρνπζαο ζεκαζίαο θαζψο ν ππνινγηζκφο ηνπο 

καο δίλεη ζαθή ζπκπεξάζκαηα γηα ην κέγεζνο ηεο ζπκπίεζεο ηελ νπνία κπνξνχλ λα 

ππνζηνχλ νη θιήζεηο, ψζηε ε εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο ηεο ειαζηηθφηεηαο λα θαηαζηεί 

σθέιηκε γηα ην ζχζηεκα. 

Έρνληαο πιένλ νινθιεξψζεη ηελ παξνπζίαζε ηφζν ηνπ ξεαιηζηηθνχ φζν θαη ηνπ 

πξνζεγγηζηηθνχ κνληέινπ, ζα παξαηεζεί αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα κε ηα ίδηα 

αξηζκεηηθά δεδνκέλα ηνπ αληίζηνηρνπ παξαδείγκαηνο 2.2 ηεο παξαγξάθνπ 2.4.3. 

Ωζηφζν, ζην παξάδεηγκα απηφ δελ ζα ζηαζνχκε κφλν ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ q(j) θαη 

ησλ CBP απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο αιιά ζα επεθηαζνχκε θαη ζε κεξηθή αλάιπζε 

ησλ αληίζηνηρσλ εμηζψζεσλ ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο ψζηε πξψηνλ λα θαηαδεηρζνχλ ηα 
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αθξηβή ζεκεία ζηα νπνία  ιακβάλεη ρψξα ε πξνζέγγηζε ηνπ πξνο κειέηε ειαζηηθνχ 

κνληέινπ κε ην αληίζηνηρν αλαιπηηθφ κνληέιν, δεχηεξνλ λα δεηρζεί αξηζκεηηθά πσο 

πξφθεηηαη γηα αξθεηά θαιή πξνζέγγηζε θαη ηέινο ηξίηνλ λα γίλεη αληηιεπηή ε κεγάιε 

βειηίσζε ηεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ελ ζπγθξίζεη  κε ηελ απφδνζε ηνπ κνληέινπ 

ησλ Kaufman-Roberts. 

3. Αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα 3.2 

Με βάζε ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο 2.1 ζεσξνχκε έλα ζχζηεκα ην νπνίν 

εμππεξεηεί δχν ππεξεζίεο νη θιήζεηο ησλ νπνίσλ έρνπλ βαζηθή απαίηεζε πφξσλ b1=1 

θαη b2=2 αληίζηνηρα, ραξαθηεξίδνληαη απφ ζηαηηζηηθά ηπραίαο θίλεζεο κε ι1=1, κ1=1 

θαη ι2=1, κ2=1 αληίζηνηρα θαη ε ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη C=3. Δπηπιένλ 

ζεσξνχκε πσο ην ζχζηεκα δηεθπεξαηψλεη ειαζηηθή θίλεζε κε T=5. Με βάζε ηελ 

αλάιπζε ηφζν ηνπ θεθαιαίνπ 2 φζν θαη ηνπ παξφληνο πιένλ ε ζπλζήθε πεξηνξηζκνχ 

είλαη j=n1+2n2 Σ  n1+2n2 5 κφλν πνπ γηα j>C πξέπεη ηαπηφρξνλα λα ηθαλνπνηείηαη 

θαη ε ζρέζε (3.1) φπνπ γηα ην παξάδεηγκα γίλεηαη : 

    
 
      

 
                                                                                              (3.29) 

Θέινληαο λα πξνρσξήζνπκε ζηηο εμηζψζεηο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο πξέπεη  λα ηνληζζεί 

πσο ηα ζεκεία ηα νπνία ρξήδνπλ πξνζνρήο αθνξνχλ ηηο θαηαζηάζεηο (n1,n2) ζηηο 

νπνίεο ηζρχεη      . Σν παξαπάλσ ζρφιην θαζίζηαηαη πξνθαλέο θαζφηη γηα     

δελ ππάξρεη ζπκπίεζε εχξνπο δψλεο ησλ θιήζεσλ νπφηε νη αληίζηνηρεο εμηζψζεηο 

ηζνξξνπίαο ηνπ κνληέινπ ηνπ Κνπθνπιίδε είλαη ίδηεο κε ηηο αληίζηνηρεο εμηζψζεηο ηνπ 

ξεαιηζηηθνχ κνληέινπ. Δπηπξνζζέησο, νη εμηζψζεηο απηέο ζπκπίπηνπλ κε ηηο 

αληίζηνηρεο ηνπ κνληέινπ ησλ Kaufman-Roberts. Δπνκέλσο ε κειέηε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηνπ παξαδείγκαηνο αλάγεηαη ζηελ εμαγσγή ησλ εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο 

γηα ηηο θαηαζηάζεηο φπνπ εθαξκφδεηαη ε ειαζηηθή ζεσξία. ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα 

φισλ ησλ δπλαηψλ θαηαζηάζεσλ, θαίλνληαη νη ελ ιφγσ θαηαζηάζεηο κε γθξη ρξψκα 

φπνπ θαη ζα απνθαινχληαη θξίζηκα ζεκεία: 
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j n1 n2 

0 0 0 

2 0 1 

4>C 0 2 

1 1 0 

3 1 1 

5>C 1 2 

2 2 0 

4>C 2 1 

3 3 0 

5>C 3 1 

4>C 4 0 

5>C 5 0 

Πίνακας 3.2  Γπλαηέο ηηκέο n θαη j γηα ζχζηεκα πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο κε C=3 θαη T=5 

Οη εμηζψζεηο ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο γηα ην ζχζηεκα απηφ πεξηιακβάλεη φινπο ηνπ 

δπλαηνχο ζπλδπαζκνχο κεηαμχ γεηηνληθψλ θαηαζηάζεσλ. ΢ην παξαθάησ ζρήκα 

θαίλνληαη νη θαηαζηάζεηο ηνπ παξαδείγκαηνο φπνπ κε πνξηνθαιί ρξψκα 

απεηθνλίδνληαη νη θξίζηκεο : 

 
Σχήμα  3.4     Σ νολο Ω για ζ ζηημα με b1=1, b2=2, C=3 και T=5 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα ηνληζζνχλ ε ινγηθή επηινγήο ησλ θαηαζηάζεσλ (n1,n2) θαη ν 

ηξφπνο πνπ θαηαζθεπάδεηαη έλα  δηάγξακκα κεηάβαζεο θαηαζηάζεσλ. ΢χκθσλα κε 

απηά μεθηλάκε ηελ Μαξθνβηαλή αλάιπζε έρνληαο σο ζεκείν αλαθνξάο ηελ πξψηε 

θαηάζηαζε (n1,n2) ηνπ πίλαθα 3.1 (ε νπνία είλαη ε 0,0) θαη ηελ ζπλδένπκε ακθίδξνκα 

κε φιεο ηηο γεηηνληθέο ηεο. Αθνινχζσο, θαηαγξάθνπκε ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαη 

εθφζνλ νη θαηαζηάζεηο (n1,n2) ή νη γεηηνληθέο ηεο απνηεινχλ θξίζηκεο ππνινγίδνπκε 

ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο Φ(i) θαη x(n). Οινθιεξψλνληαο ηελ δηαδηθαζία κε ηελ εχξεζε 
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ηεο ηειηθήο έθθξαζεο ηεο εμίζσζεο ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο  ζπλερίδνπκε κε φκνην 

ηξφπν παίξλνληαο σο ζεκείν αλαθνξάο ηε δεχηεξε θαηά ζεηξά θαηάζηαζε ηνπ πίλαθα 

3.1 θ.ν.θ . Η ηήξεζε ηεο παξαπάλσ ζεηξάο επηινγήο ησλ θαηαζηάζεσλ αλαθνξάο 

είλαη πνιχ ζεκαληηθή γηα ηελ εχξεζε ησλ απαηηνχκελσλ παξακέηξσλ Φ(i) θαη x(n) 

ζηηο θξίζηκεο θαηαζηάζεηο θαζψο νη νξηζκνί απηψλ είλαη αλαδξνκηθέο ζρέζεηο. Λφγσ 

ηεο ρξνλνβφξαο θαη επίπνλεο δηαδηθαζίαο ηεο θαηαγξαθήο φισλ ησλ δπλαηψλ 

εμηζψζεσλ ζα αλαιπζνχλ δχν δηαγξάκκαηα κεηάβαζεο θαηαζηάζεσλ απφ ηα νπνία 

εμάγνληαη πιήξσο ηα απαξαίηεηα ζπκπεξάζκαηα γηα ην κνληέιν πνπ εμεηάδεηαη. Σα 

ελ ιφγσ δηαγξάκκαηα απεηθνλίδνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα φπνπ ζην αξηζηεξφ σο 

ζεκείν αλαθνξάο έρεη επηιεγεί ε θαηάζηαζε (0,2) (δειαδή ε θαηάζηαζε θαηά ηελ 

νπνία ζην ζχζηεκα εμππεξεηνχληαη 0 θιήζεηο ηεο πξψηεο θαηεγνξίαο θαη δχν 

θιήζεηο ηεο δεχηεξεο θαηεγνξίαο) ελψ ζην δεμηφ έρεη επηιεγεί ε θαηάζηαζε (1,1):   

 

 

Σχήμα  3.5     Διαγπάμμαηα μεηάβαζηρ καηαζηάζεων παπαδε γμαηορ 3.2 

΢ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο είλαη πξνθαλήο ε ζπκκεηνρή θξίζηκσλ θαηαζηάζεσλ 

ζηελ θαηαγξαθή ησλ εμηζψζεσλ ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο πνπ φπσο αλαθέξζεθε 

παξαπάλσ νθείινληαη ζηελ επίδξαζε ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο. 

Δμεηάδνληαο πξψηα ην αξηζηεξφ ζρήκα θαη αθνινπζψληαο ηε ινγηθή ηνπ ζρήκαηνο 

(3.3) ε πξνθχπηνπζα εμίζσζε είλαη ε αθφινπζε : 

κ
 
 Φ              ι          ι    Φ                                  (3.30) 

Απφ ηελ (3.16) φκσο πξνθχπηεη πσο :  

       
 

 
                          

  

 
                                             (3.31) 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα ηνληζζεί πσο γηα ηελ εχξεζε ηεο ηηκήο ηεο (3.31) 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε γλψζε ηεο x(0,2)=4/3 ηελ νπνία θαη ππνινγίδνπκε αθνινπζψληαο 
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ηελ δηαδηθαζία θαηαγξαθήο ηεο εμίζσζεο ηνπηθήο ηζνξξνπίαο ζεσξψληαο σο 

θαηάζηαζε αλαθνξάο ηελ (n1=0,n2=1). Δπηπιένλ, φπσο πξνθχπηεη απφ ηνλ νξηζκφ ηεο 

(3.16), ην x(1,1)=1 θαζφηη ζηελ θαηάζηαζε (1,1) ηζρχεη πσο     .   

΢πλδπάδνληαο ηψξα ηηο (3.10) θαη (3.31) θαζψο θαη ηελ ηηκή ηεο x(0,2) πξνθχπηνπλ : 

Φ       
      

      
 

   

    
                                                                                   (3.32) 

θαη αληίζηνηρα :  

Φ       
      

      
                                                                                              (3.33) 

Η ηειηθή κνξθή επνκέλσο ηεο εμίζσζεο ηζνξξνπίαο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

δηαγξάκκαηνο κεηάβαζεο είλαη : 

 

 
                                                                                           (3.34) 

Δξκελεχνληαο ηα παξαπάλσ, ην απνηέιεζκα ηνπ παξάγνληα Φ       ζεκαίλεη πσο 

ζηελ θαηάζηαζε (1,2), ε νπνία θαη απνηειεί θξίζηκν ζεκείν (πίλαθαο 3.1), ε ηηκή ηνπ 

ζπκπηεζκέλνπ εχξνπο δψλεο γηα ηηο θιήζεηο ηεο πξψηεο θαηεγνξίαο είλαη            

  
  

 

 
         . Ωζηφζν ε ζπκπίεζε ηνπ αληίζηνηρνπ     δελ πξνθχπηεη απφ ηνλ 

ίδην παξάγνληα κείσζεο 3/4. ΢χκθσλα κε ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε ε ζπκπηεζκέλε 

ηηκή ηνπ    είλαη ε ηηκή ηνπ παξάγνληα Φ       πνπ φπσο ζα δνχκε θαηά ηελ 

αλάιπζε ηνπ δεμηνχ δηαγξάκκαηνο ηνπ ζρήκαηνο 3.2 είλαη δηαθνξεηηθφο ηνπ Φ      . 

΢ε απηφ αθξηβψο ην ζεκείν θαίλεηαη θαη ε πξνζέγγηζε πνπ γίλεηαη απφ ην αλαιπηηθφ 

κνληέιν ελ ζπγθξίζεη κε ην ειαζηηθφ. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηε ζπιινγηζηηθή ηνπ 

ειαζηηθνχ κνληέινπ φπσο απηή παξαηίζεηαη ζηελ παξάγξαθν 3.1, εθφζνλ ην 

ζχζηεκα βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε (1,2) ηφηε j=5 θαη επνκέλσο ν κοινόρ 

παξάγνληαο κείσζεο εχξνπο δψλεο φισλ ησλ θιήζεσλ είλαη ίζνο κε r=C/j=3/5. 

Δπνκέλσο ηα ζπκπηεζκέλα εχξε δψλεο ησλ δχν θαηεγνξηψλ είλαη   
  

 

 
         

θαη   
  

 

 
        αληίζηνηρα. Με βάζε ηα παξαπάλσ ε αληίζηνηρε εμίζσζε 

ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο ηνπ ξεαιηζηηθνχ κνληέινπ είλαη : 

                                                                                           (3.35) 
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Πξνρσξψληαο ζηελ κειέηε ηνπ δεχηεξνπ δηαγξάκκαηνο κε φκνην ηξφπν 

ππνινγίδνληαη νη παξάκεηξνη        
 

 
,  Φ       

 

 
  αιιά θαη Φ       

 

  
 

Φ        ε νπνία θαη απνδεηθλχεη ηελ δηαθνξεηηθή πνιηηηθή ηελ νπνία αθνινπζεί ε 

κέζνδνο ηνπ Κνπθνπιίδε ζηε ζπκπίεζε εχξνπο δψλεο ησλ θιήζεσλ ησλ δχν 

θαηεγνξηψλ. Σειηθψο ε ζθαηξηθή ηζνξξνπία εθθξάδεηαη απφ ηελ παξαθάησ ζρέζε : 

                  
  

  
                                                     (3.36) 

Όζνλ αθνξά ην ειαζηηθφ κνληέιν, εθφζνλ ε θαηάζηαζε-ζεκείν αλαθνξάο πνπ 

εμεηάδεηαη είλαη ε (2,1) ηφηε j=4 θαη r=C/j=3/4=0.75 . Δπνκέλσο ηα αληίζηνηρα 

κεησκέλα εχξε δψλεο είλαη    
        θαη    

      . Δπηπιένλ θαηά ηελ 

πξνεγνχκελε αλάιπζε  ππνινγίζηεθαλ θαη ηα   
 
,   

 
 γηα ηελ θαηάζηαζε (1,2). 

΢πλδπάδνληαο ηα παξαπάλσ ε αληίζηνηρε ζθαηξηθή ηζνξξνπία ηνπ ειαζηηθνχ 

κνληέινπ είλαη : 

                                                                        (3.37) 

΢πκπεξαζκαηηθά απφ ηηο ζρέζεηο (3.34), (3.35), (3.36) θαη (3.37) είλαη πξνθαλήο ηφζν 

ε πξνζέγγηζε πνπ ιακβάλεη ρψξα φζν φκσο θαη ε νκνηφηεηα ησλ ζρέζεσλ πνπ ελ 

κέξεη ππνδειψλεη θαη ηελ θαιή πνηφηεηα ηεο πξνζέγγηζεο απηήο. Θέινληαο ινηπφλ λα 

δείμνπκε ηελ κηθξή απφθιηζε κεηαμχ ησλ  απνηειεζκάησλ ηνπ αλαιπηηθνχ θαη ηνπ 

ειαζηηθνχ κνληέισλ ππνινγίδνπκε ηηο CBPs πνπ πξνθχπηνπλ γηα ην θαζέλα σο εμήο : 

 Τπνινγίδνπκε γηα ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε ηα q(j) κε ηε ρξήζε ηεο ζρέζεο 

(3.10) θαη έπεηηα ηηο CBPs θάζε θαηεγνξίαο θίλεζεο απφ ηελ (3.25). Ο 

ππνινγηζκφο απηφο έγηλε κε ηε ρξήζε ηεο πξνγξακκαηηζηηθήο γιψζζαο 

Matlab ηεο νπνίαο ν αληίζηνηρνο θψδηθαο (KRK.m) παξαηίζεηαη ζην 

παξάξηεκα. Σν απνηέιεζκα είλαη ην αθφινπζν :  

                       θαη                           

 Γηα ην ειαζηηθφ κνληέιν απφ ηηο εμηζψζεηο ζθαηξηθήο ηζνξξνπίαο ηειηθά 

πξνθχπηνπλ νη θάησζη πηζαλφηεηεο κνλίκνπ θαηάζηαζεο : 

             ,              ,               ,              , 

             ,              ,              ,              , 

             ,              ,              ,              . 
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Με βάζε ηα παξαπάλσ νη αληίζηνηρεο CBPs ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ είλαη : 

                                          θαη  

                                          

Έρνληαο πιένλ ππνινγίζεη ηηο πηζαλφηεηεο απψιεηαο θάζε θαηεγνξίαο γηα ηα 

παξαπάλσ κνληέια εμάγεηαη ην ζπκπέξαζκα φηη ν ηχπνο ηνπ Κνπθνπιίδε πξνζεγγίδεη 

αξθεηά θαιά ην κνληέιν πνπ ζέινπκε λα πξνζνκνηψζνπκε. Δπηπιένλ, ζπγθξίλνληαο 

ηηο παξαπάλσ ηηκέο ησλ πηζαλνηήησλ κε απηέο ηνπ παξαδείγκαηνο 2.4.3.2.1, γίλεηαη 

ακέζσο αληηιεπηή ε βειηίσζε ηεο απφδνζεο ηελ νπνία πθίζηαηαη αθφκα θαη έλα 

ηφζν κηθξφ ζχζηεκα φπσο απηφ, φηαλ εθαξκφδεηαη ε ειαζηηθή ζεσξία. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

Τπολογιζηική ανάλςζη 

 

1. Διζαγυγή 

΢ην πξνεγνχκελν θεθάιαην φρη κφλν αλαιχζεθαλ νη ζπιινγηζηηθέο ηφζν ηεο 

αλαιπηηθήο κεζφδνπ ηνπ Κνπθνπιίδε φζν θαη ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζέινπκε λα 

πξνζνκνηψζνπκε αιιά επηπιένλ ππνινγίζηεθαλ θαη νη αληίζηνηρεο CBPs γηα 

ζπζηήκαηα πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο πνπ δηεθπεξαηψλνπλ ειαζηηθή θίλεζε. Η 

αλάιπζε απηή καο νδήγεζε ζην ζπκπέξαζκα πσο ην κνληέιν πνπ πξνηάζεθε απφ ηνλ 

Κνπθνπιίδε πξνζεγγίδεη ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ην αληίζηνηρν ειαζηηθφ. 

Έρνληαο ινηπφλ σο βάζε ηα αλσηέξσ, είκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα δψζνπκε έλα 

πεξηζζφηεξν πνιχπινθν αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα. ΢ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

παξαδείγκαηνο απηνχ θαηαδεηθλχνληαη νη νκνηφηεηεο ησλ πξνεγνχκελσλ κνληέισλ, 

πνπ απνθιίλνπλ αιιά θαη ε δηαθνξά πνπ πξνθχπηεη ζηελ απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο  

ελ ζπγθξίζεη κε ην αληίζηνηρν κε ειαζηηθφ αθξηβέο κνληέιν ησλ Kaufman-Roberts. 

Πξνο ράξηλ ησλ παξαπάλσ, γηα ηνπο ππνινγηζκνχο ησλ αλαιπηηθψλ κνληέισλ 

Kaufman-Roberts θαη ηνπ Κνπθνπιίδε, έγηλε ρξήζε ηεο γιψζζαο πξνγξακκαηηζκνχ 

Matlab ελψ γηα ην ειαζηηθφ κνληέιν ρξεζηκνπνηήζεθε ην πξφγξακκα πξνζνκνίσζεο 

Simscript II.5 [9]. Αμίδεη λα ηνλίζνπκε πσο γηα ηα κνληέια Kaufman-Roberts θαη 

Κνπθνπιίδε νη ππνινγηζκνί έγηλαλ κε ηε ρξήζε ηνπ ηδίνπ πεγαίνπ θψδηθα θαζφηη 

φπσο απνδείρζεθε ζην 3
ν
 θεθάιαην ε θφξκνπια ηνπ δεπηέξνπ αλάγεηαη ζηελ πξψηε 

φηαλ νη θαηεηιεκκέλνη εμππεξεηεηέο δελ μεπεξλνχλ ή είλαη ην πνιχ ίζνη κε ηελ 

ζπλνιηθή ρσξεηηθφηεηα C ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

2. Μονηελοποίηζη ηος ζςζηήμαηορ-Αποηελέζμαηα 

Θεσξνχκε έλα δίθηπν ζην νπνίν ηζρχνπλ ηα εμήο : 

 Οη δηαζέζηκνη πφξνη ηνπ είλαη C=32. 

 Η θίλεζε ζην δίθηπν απνηειείηαη απφ δχν θαηεγνξίεο ππεξεζηψλ κε ηπραία 

ζηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ νη ζρέζεηο ι2=2*ι1 θαη 

κ2=2*κ1=1 δειαδή κε ίδην πξνζθεξφκελν θνξηίν θίλεζεο ζε θάζε ππεξεζία. 
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 Οη απαηηήζεηο ζε πφξνπο  θάζε ππεξεζίαο είλαη b1=4 θαη b2=1 αληίζηνηρα. 

 Σν ζχζηεκα δηεθπεξαηψλεη ειαζηηθή θίλεζε κε κέγηζηε ηηκή ζεσξεηηθήο 

ρσξεηηθφηεηαο T.  

Η αξηζκεηηθή αλάιπζε πνπ αθνινπζεί εμεηάδεη ηηο εμήο έμη πεξηπηψζεηο ζεσξεηηθήο 

ρσξεηηθφηεηαο : 

1. Σ=32  ,δειαδή φηαλ ην ζχζηεκα δελ δηεθπεξαηψλεη ειαζηηθή θίλεζε                               

2. Σ=40      

3. Σ=50      

4. Σ=60   

5. Σ=70   

6. Σ=80   
 

Όπσο αλαθέξζεθε ζην θεθαιαίν 3, έλα ζχζηεκα δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεί 

απζαίξεηα ηελ πνιηηηθή ζπκπίεζεο εχξνπο δψλεο θαζφηη κεηά απφ θάπνην φξην ε 

βειηίσζε ζηελ απφδνζε ηνπ δελ παξνπζηάδεη ηδηαίηεξεο κεηαβνιέο ζε αληίζεζε κε 

ηνλ ζπλερψο απμαλφκελν ξπζκφ ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ν νπνίνο θαη πξνθαλψο 

επηδξά αξλεηηθά ζε απηφ. Η επηινγή επνκέλσο ησλ παξαπάλσ πεξηπηψζεσλ ηνπ T 

γίλεηαη γηα λα δεηρζεί ν πεξηνξηζκφο απηφο κε αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα. 

Δπηπξνζζέησο, ζην ίδην θεθάιαην παξνπζηάζζεθαλ θαη επηζεκάλζεθαλ ηα θχξηα 

ζεκεία ηα νπνία απνδεηθλχνπλ ην γεγνλφο πσο ην αλαιπηηθφ κνληέιν ηνπ 

Κνπθνπιίδε απνηειεί πξνζέγγηζε ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ. Γηα λα δεηρζνχλ ινηπφλ νη 

απνθιίζεηο ζηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ησλ δχν κνληέισλ, κειεηήζεθαλ γηα θάζε 

κία απφ ηηο πεξηπηψζεηο (4.1) πέληε πεξηπηψζεηο πξνζθεξφκελνπ θνξηίνπ θίλεζεο 

(αi=ιi/κi) ζε θάζε θαηεγνξία κε 1) α1=α2=4, 2) α1=α2=8, 3) α1=α2=12, 4) α1=α2=16 

θαη 5) α1=α2=20 φπνπ ζεσξήζακε πσο ε παξάκεηξνο πνπ κεηαβάιιεηαη  είλαη ν 

ξπζκφο άθημεο ησλ θιήζεσλ ελψ ν ξπζκφο εμππεξέηεζεο ηνπο παξακέλεη ζηαζεξφο. 

΢εκεηψλεηαη πσο ην γεγνλφο φηη έρνπκε ην ίδην πξνζθεξφκελν θνξηίν θίλεζεο ζε 

θάζε θαηεγνξία πξνθαλψο δελ πεξηνξίδεη ηελ αξηζκεηηθή κειέηε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί, θχξην κέιεκα καο είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο πηζαλφηεηαο 

απψιεηαο θιήζεο (PB(i),  i=1,2) πνπ πξνθχπηεη γηα θάζε κνληέιν κε ζθνπφ ηε 

ζχγθξηζε απηψλ γηα ηελ εμαγσγή ησλ απαξαίηεησλ ζπκπεξαζκάησλ. Ωζηφζν, γηα λα 

ππάξρεη νινθιεξσκέλε εηθφλα ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο ψζηε ηα 

εμαγφκελα ζπκπεξάζκαηα λα είλαη αζθαιέζηεξα, ζηελ ππνινγηζηηθή αλάιπζε 

εηζήρζεζαλ θαη ηξεηο αθφκα παξάκεηξνη πξνο ζχγθξηζε. Οη δχν πξψηεο αθνξνχλ ην 

κέζν ρξφλν εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ θαη ηνλ κέζν αξηζκφ ησλ θιήζεσλ θάζε 
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θαηεγνξίαο πνπ εμππεξεηνχληαη ζην ζχζηεκα. Οη καζεκαηηθνί ηχπνη πνπ ηηο δηέπνπλ 

αιιά θαη ν ιφγνο ππνινγηζκνχ απηψλ αλαθέξζεθαλ ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. Η 

ηειεπηαία, αθνξά ηνλ κέζν αξηζκφ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ηεο νπνίαο ρξεζηκνπνηήζεθε ε θάησζη καζεκαηηθή έθθξαζε πξνθχπηνπζα άκεζα απφ 

ηηο ηδηφηεηεο ηνπ θνξηίνπ θίλεζεο : 

             
                                                                                                      (4.1) 

Πξνθαλψο ηα παξαπάλσ αθνξνχλ ηνπο ππνινγηζκνχο γηα ην αλαιπηηθφ κνληέιν φπνπ 

ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ησλ δχν πξψησλ παξακέηξσλ εμήρζεζαλ κε ηε βνήζεηα 

ηεο πξνγξακκαηηζηηθήο γιψζζαο fortran θαη κνπ δηαηέζεθαλ απφ ηνλ θ. Μνζρνιηφ, 

ελψ ηα απνηειέζκαηα ηεο ηξίηεο παξακέηξνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ ρξήζε ηεο γιψζζαο 

πξνγξακκαηηζκνχ Matlab ηεο νπνίαο ν πεγαίνο θψδηθαο παξνπζηάδεηαη ζην 

παξάξηεκα. Όζνλ αθνξά ην ειαζηηθφ κνληέιν, ηα αληίζηνηρα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα πξνέθπςαλ κε ρξήζε ηεο κεζφδνπ ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζην πξφγξακκα 

πξνζνκνίσζεο θαη ν νπνίνο πεγαίνο θψδηθαο αλαιχεηαη νκνίσο ζην παξάξηεκα. 

Με βάζε ηα αλσηέξσ κπνξνχκε λα αξρίζνπκε ηελ παξάζεζε ησλ απνηειεζκάησλ ηεο 

ππνινγηζηηθήο αλάιπζεο, ηα νπνία αθνξνχλ ηελ εχξεζε ησλ θάησζη παξακέηξσλ : 

1. CBPs θάζε θαηεγνξίαο νη νπνίεο ζπκβνιίδνληαη σο PB(1) θαη PB(2) 

αληίζηνηρα. 

2. κέζνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ζε ιεπηά πνπ 

ζπκβνιίδνληαη σο D(1) θαη D(2) αληίζηνηρα. 

3. κέζνπ αξηζκνχ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ζην ζχζηεκα πνπ ζπκβνιίδνληαη σο 

Δ(n1) θαη Δ(n2) αληίζηνηρα. 

4. κέζνπ αξηζκνχ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ πνπ ζπκβνιίδεηαη σο Δ(j). 

 

 

Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο ηα νπνία παξαηίζεληαη ζηνπο 

παξαθάησ πίλαθεο, απνηεινχλ ην κέζν φξν ησλ ηηκψλ πνπ εμήρζεζαλ απφ πέληε 

επαλαιήςεηο.  
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1. Πεξίπησζε Σ=32 

ΦΟΡΣΗΟ 

ΚΗΝΖ΢Ζ΢ 
 

ΠΡΟ΢ΟΜΟΗΩ΢Ζ ΑΝΑΛΤΣΗΚΟ 

SIMSCRIPT II.5 
KAUFMAN-

ROBERTS 

α1=α2=4 
PB(1) 0.0830580 0.0829080 

PB(2) 0.0167235 0.0166270 

D(1) 1.9997538 2.0000000 

λ(1)=2 , λ(2)=4 

D(2) 1.0005758 1.0000000 

E(n1) 3.6692440 3.6683694 

E(n2) 3.9318380 3.9334933 

E(j) 18.6088160 18.6070000 

α1=α2=8 
PB(1) 0.4023689 0.4019680 

PB(2) 0.1101912 0.1096080 

D(1) 2.0015332 2.0000000 

λ(1)=4 , λ(2)=8 

D(2) 1.0004628 1.0000000 

E(n1) 4.7866960 4.7842568 

E(n2) 7.1158520 7.1231377 

E(j) 26.2626340 26.2602000 

α1=α2=12 
PB(1) 0.6072479 0.6070230 

PB(2) 0.1980814 0.1963670 

D(1) 2.0047120 2.0000000 

λ(1)=6 , λ(2)=12 

D(2) 0.9996970 1.0000000 

E(n1) 4.7261980 4.7157293 

E(n2) 9.6133180 9.6436007 

E(j) 28.5181180 28.5065000 

α1=α2=16 
PB(1) 0.7243698 0.7238780 

PB(2) 0.2648549 0.2631440 

D(1) 2.0072772 2.0000000 

λ(1)=8 , λ(2)=16 

D(2) 1.0006466 1.0000000 

E(n1) 4.4275820 4.4179517 

E(n2) 11.7653680 11.7896984 

E(j) 29.4757000 29.4615000 

α1=α2=20 
PB(1) 0.7963490 0.7961570 

PB(2) 0.3166886 0.3161250 

D(1) 2.0044260 2.0000000 

λ(1)=10 , λ(2)=20 

D(2) 1.0000198 1.0000000 

E(n1) 4.0832780 4.0768566 

E(n2) 13.6548980 13.6774957 

E(j) 29.9880060 29.9849000 
Πίνακας  4.1    Υπολογιζηικ  ανάλςζη ζςζη μαηορ με T=32 
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Απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα θαίλεηαη ε ακειεηέα απφθιηζε ζηα απνηειέζκαηα ηεο 

πξνζνκνίσζεο κε ηα αληίζηνηρα ηεο αλαιπηηθήο κεζφδνπ γηα ηελ πεξίπησζε κε 

εθαξκνγήο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζην ζχζηεκα θάηη πνπ πξνθαλψο πεξηκέλνπκε λα 

ζπκβεί θαζψο δελ ιακβάλνπλ ρψξα απμνκεηψζεηο ηνπ εχξνπο δψλεο ησλ θιήζεσλ θαη 

επνκέλσο νη ππνινγηζκνί δελ έρνπλ θακία πνιππινθφηεηα. ΢ηελ ζπλέρεηα ηεο 

αλάιπζεο ν πίλαθαο 4.1 ζα απνηειεί ηνλ πίλαθα αλαθνξάο κε ηνλ νπνίν ζα 

ζπγθξηζνχλ ηα απνηειέζκαηα πνπ εμάγνληαη απφ ηελ κειέηε ησλ ππνινίπσλ 

πεξηπηψζεσλ. Απηφ πνπ αμίδεη λα ζεκεησζεί είλαη πσο νη απνθιίζεηο νθείινληαη ζηελ 

πξνζεγγηζηηθή θχζε ηεο πξνζνκνίσζεο, δειαδή ζην γεγνλφο φηη ρξεζηκνπνηεί 

πξνζεγγηζηηθέο αξηζκεηηθέο κεζφδνπο (π.ρ. κέζνδνη δεκηνπξγίαο ςεπδφ-ηπραίσλ 

αξηζκψλ) ζην αληίζηνηρν πξφγξακκα γηα λα εηζάγεη ηελ έλλνηα ηεο ηπραίαο θίλεζεο. 

 

2. Πεξίπησζε Σ=40 

ΦΟΡΣΗΟ ΚΗΝΖ΢Ζ΢  
ΠΡΟ΢ΟΜΟΗΩ΢Ζ ΑΝΑΛΤΣΗΚΟ 

SIMSCRIPT II.5 KOUKOULIDIS 

α1=α2=4 
PB(1) 0.0265163 0.0262050 

PB(2) 0.0057146 0.0052940 

D(1) 2.0300992 2.0335576 

λ(1)=2 , λ(2)=4 

D(2) 1.0098428 1.0050330 

E(n1) 3.9543420 3.9605377 

E(n2) 4.0126660 3.9988489 

E(j) 19.5559940 19.5595000 

α1=α2=8 
PB(1) 0.3103081 0.3099360 

PB(2) 0.0892997 0.0849870 

D(1) 2.1876778 2.2182230 

λ(1)=4 , λ(2)=8 

D(2) 1.0817102 1.0332223 

E(n1) 6.0385880 6.1228595 

E(n2) 7.8738020 7.5632907 

E(j) 29.3727220 29.4021000 

α1=α2=12 
PB(1) 0.5512919 0.5524030 

PB(2) 0.1878823 0.1799410 

D(1) 2.2905350 2.3600010 

λ(1)=6 , λ(2)=12 

D(2) 1.1362562 1.0561297 

E(n1) 6.1688520 6.3379775 

E(n2) 11.0639260 10.3930662 

E(j) 31.3172000 31.3254000 
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α1=α2=16 
PB(1) 0.6889913 0.6904770 

PB(2) 0.2605749 0.2529140 

D(1) 2.3452122 2.4546847 

λ(1)=8 , λ(2)=16 

D(2) 1.1648982 1.0707901 

E(n1) 5.8379720 6.0782603 

E(n2) 13.7731720 12.7995538 

E(j) 31.7637260 31.7629000 

α1=α2=20 
PB(1) 0.7723301 0.7738350 

PB(2) 0.3174405 0.3097180 

D(1) 2.3775714 2.5267031 

λ(1)=10 , λ(2)=20 

D(2) 1.1829692 1.0817511 

E(n1) 5.4149960 5.7145093 

E(n2) 16.1399760 14.9342578 

E(j) 31.8967680 31.8988000 
Πίνακας  4.2     Υπολογιζηικ  ανάλςζη ζςζη μαηορ με T=40 

 

Παξαηεξψληαο ηνλ πίλαθα 4.2 εμάγνληαη δχν ζπκπεξάζκαηα. Σν πξψην πξνθχπηεη 

απφ ηε ζχγθξηζε ηνπ πίλαθα 4.2 κε ηνλ 4.1 θαη αθνξά ην κέγεζνο ηεο βειηίσζεο ηεο 

απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ζε ζπλάξηεζε κε ηελ αλεθηή αχμεζε ηνπ κέζνπ ρξφλνπ 

εμππεξέηεζεο. Απφ ηα απνηειέζκαηα ηεο ζχγθξηζεο απηήο ινηπφλ θαζίζηαηαη ε 

εθαξκνγή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο κε Σ=40 ηδηαίηεξα ηθαλνπνηεηηθή. Ωζηφζν, είλαη 

ζεκαληηθφ λα αλαθεξζεί πσο ζε ψξεο αηρκήο, ε θσλή δελ κπνξεί λα ππνζηεί 

ζπκπίεζε εχξνπο δψλεο. Δπνκέλσο φηαλ ιέκε γηα ζπκπίεζε εχξνπο δψλεο ζα 

ελλννχκε φηη ζε απηήλ ζα ππφθεηληαη κφλν νη θαηεγνξίεο ειαζηηθήο θίλεζεο. 

Σν δεχηεξν εμαγφκελν ζπκπέξαζκα αθνξά ηηο απνθιίζεηο ηεο πξνζνκνίσζεο κε ηα 

απνηειέζκαηα απφ ην αλαιπηηθφ κνληέιν. Απηφ πνπ παξαηεξείηαη είλαη πσο νη CBPs 

δελ παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξεο κεηαβνιέο αθφκα θαη γηα θνξηίν θίλεζεο α=20 γεγνλφο 

πνπ απνδεηθλχεη πσο ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε πξνζεγγίδεη ηδηαηηέξσο 

ηθαλνπνηεηηθά ην ειαζηηθφ κνληέιν. Παξαηεξψληαο ηψξα ηηο ηηκέο ησλ Δ(1) θαη Δ(2) 

ησλ δχν κνληέισλ  θαίλεηαη πσο νη απνθιίζεηο γίλνληαη πην εκθαλήο φζν κεγαιψλεη 

ην α θαη κάιηζηα ε δηαθνξά είλαη πεξηζζφηεξν εκθαλήο γηα ηηο θιήζεηο ηεο δεχηεξεο 

θαηεγνξίαο. Όζνλ αθνξά ην πξψην είλαη, φπσο έρεη αλαθεξζεί, αλακελφκελν. Γηα ην 

δεχηεξν, ην γεγνλφο ηεο πην εκθαλνχο δηαθνξάο ζηηο θιήζεηο ηεο δεχηεξεο 

θαηεγνξίαο νθείιεηαη ζηα δεδνκέλα πνπ έρνπκε δψζεη φπνπ ε βαζηθή απαίηεζε 

εχξνπο δψλεο γηα ηηο θιήζεηο απηέο είλαη b2=1. Απηφ εμεγείηαη θαζψο ε ιίγν 
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δηαθνξεηηθή πνιηηηθή θαηαλνκήο ησλ πφξσλ απφ ηηο δχν κεζφδνπο επεξεάδεη 

επθνιφηεξα ηνλ κέζν αξηζκφ ησλ θιήζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ έρνπλ κηθξέο 

απαηηήζεηο ζε πφξνπο πνπ φπσο είλαη πξνθαλέο είλαη θαη επθνιφηεξν θαηά ηελ 

εμνηθνλφκεζε εχξνπο δψλεο λα γίλεη δεθηή κία ηέηνηα θιήζε. 

 

3. Πεξηπηψζεηο Σ=50,60,70,80 

ΦΟΡΣΗΟ ΚΗΝΖ΢Ζ΢   
ΠΡΟ΢ΟΜΟΗΩ΢Ζ ΑΝΑΛΤΣΗΚΟ 

SIMSCRIPT II.5 KOUKOULIDIS 

T=50 

α1=α2=4 
PB(1) 0.0070765 0.0066490 

PB(2) 0.0015496 0.0013360 

D(1) 2.0659060 2.0717500 

λ(1)=2 , λ(2)=4 

D(2) 1.0206750 1.0086915 

E(n1) 4.1044600 4.1159492 

E(n2) 4.0727120 4.0293776 

E(j) 19.8854380 19.8883000 

α1=α2=8 
PB(1) 0.2687587 0.2675760 

PB(2) 0.0786511 0.0737690 

D(1) 2.5947082 2.7059214 

λ(1)=4 , λ(2)=8 

D(2) 1.2715630 1.0968933 

E(n1) 7.5928140 7.9275252 

E(n2) 9.3655960 8.1278165 

E(j) 30.7916760 30.8474000 

α1=α2=12 
PB(1) 0.5406001 0.5411470 

PB(2) 0.1831683 0.1766820 

D(1) 2.8586736 3.0915825 

λ(1)=6 , λ(2)=12 

D(2) 1.4152896 1.1507744 

E(n1) 7.8837040 8.5114872 

E(n2) 13.8620940 11.3694417 

E(j) 31.8987900 31.9048000 

α1=α2=16 
PB(1) 0.6854923 0.6872070 

PB(2) 0.2586651 0.2519830 

D(1) 2.9443062 3.2916840 

λ(1)=8 , λ(2)=16 

D(2) 1.4665732 1.1773488 

E(n1) 7.4108900 8.2369388 

E(n2) 17.3845900 14.0908330 

E(j) 31.9868480 31.9871000 

α1=α2=20 PB(1) 0.7714676 0.7726890 
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PB(2) 0.3162801 0.3093700 

D(1) 2.9949008 3.4360866 

λ(1)=10 , λ(2)=20 

D(2) 1.4918188 1.1965008 

E(n1) 6.8469960 7.8106182 

E(n2) 20.3883580 16.5267774 

E(j) 31.9973060 31.9975000 

T=60 

α1=α2=4 
PB(1) 0.0019397 0.0017130 

PB(2) 0.0003996 0.0003480 

D(1) 2.0829462 2.0890566 

λ(1)=2 , λ(2)=4 

D(2) 1.0260434 1.0093661 

E(n1) 4.1597760 4.1709545 

E(n2) 4.0986900 4.0360595 

E(j) 19.9709880 19.9712000 

α1=α2=8 
PB(1) 0.2514840 0.2500620 

PB(2) 0.0731700 0.0689110 

D(1) 3.0819628 3.2947830 

λ(1)=4 , λ(2)=8 

D(2) 1.5076946 1.1721765 

E(n1) 9.2327880 9.8835290 

E(n2) 11.1707460 8.7312056 

E(j) 31.3998200 31.4467000 

α1=α2=12 
PB(1) 0.5386179 0.5395450 

PB(2) 0.1818413 0.1762930 

D(1) 3.4655360 3.8887122 

λ(1)=6 , λ(2)=12 

D(2) 1.7215360 1.2511984 

E(n1) 9.5968400 10.7434604 

E(n2) 16.8866960 12.3674516 

E(j) 31.9832220 31.9863000 

α1=α2=16 
PB(1) 0.6860392 0.6869920 

PB(2) 0.2580977 0.2520770 

D(1) 3.5729568 4.1576207 

λ(1)=8 , λ(2)=16 

D(2) 1.7807148 1.2859728 

E(n1) 8.9777600 10.4109569 

E(n2) 21.1229940 15.3889316 

E(j) 31.9992660 31.9993000 

α1=α2=20 
PB(1) 0.7714972 0.7726280 

PB(2) 0.3155534 0.3094930 

D(1) 3.6198844 4.3592944 

λ(1)=10 , λ(2)=20 

D(2) 1.8036340 1.3121793 

E(n1) 8.2749200 9.9118360 

E(n2) 24.6708480 18.1213794 
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E(j) 31.9999560 31.9999000 

T=70 

α1=α2=4 
PB(1) 0.0005474 0.0004450 

PB(2) 0.0001236 0.0000900 

D(1) 2.0900680 2.0966057 

λ(1)=2 , λ(2)=4 

D(2) 1.0282372 1.0110935 

E(n1) 4.1798600 4.1913437 

E(n2) 4.1086580 4.0440122 

E(j) 19.9955540 19.9925000 

α1=α2=8 
PB(1) 0.2433165 0.2419380 

PB(2) 0.0703409 0.0666230 

D(1) 3.6165070 3.9442670 

λ(1)=4 , λ(2)=8 

D(2) 1.7747976 1.2545824 

E(n1) 10.9507780 11.9599953 

E(n2) 13.1887300 9.3679833 

E(j) 31.6903320 31.7250000 

α1=α2=12 
PB(1) 0.5383694 0.5393440 

PB(2) 0.1817847 0.1761200 

D(1) 4.0892942 4.6992958 

λ(1)=6 , λ(2)=12 

D(2) 2.0321116 1.3525151 

E(n1) 11.3307460 12.9885432 

E(n2) 19.9362840 13.3717203 

E(j) 31.9976200 31.9980000 

α1=α2=16 
PB(1) 0.6866448 0.6869960 

PB(2) 0.2569302 0.2520170 

D(1) 4.2043730 5.0262576 

λ(1)=8 , λ(2)=16 

D(2) 2.0919940 1.3944654 

E(n1) 10.5432840 12.5858937 

E(n2) 24.8527760 16.6885868 

E(j) 31.9999280 32.0000000 

α1=α2=20 
PB(1) 0.7716112 0.7726320 

PB(2) 0.3140502 0.3094720 

D(1) 4.2395376 5.2834924 

λ(1)=10 , λ(2)=20 

D(2) 2.1175928 1.4276616 

E(n1) 9.6854760 12.0129717 

E(n2) 29.0308100 19.7168026 

E(j) 32.0000000 32.0000000 

T=80 

α1=α2=4 
PB(1) 0.0001507 0.0001160 

PB(2) 0.0000292 0.0000230 

D(1) 2.0927284 2.0992165 

λ(1)=2 , λ(2)=4 D(2) 1.0290528 1.0114198 
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E(n1) 4.1868060 4.1979475 

E(n2) 4.1122840 4.0455842 

E(j) 20.0029740 19.9981000 

α1=α2=8 
PB(1) 0.2388878 0.2379480 

PB(2) 0.0691842 0.0655750 

D(1) 4.1848544 4.6336839 

λ(1)=4 , λ(2)=8 

D(2) 2.0579118 1.3417303 

E(n1) 12.7426600 14.1244237 

E(n2) 15.3103240 10.0299756 

E(j) 31.8359320 31.8611000 

α1=α2=12 
PB(1) 0.5389910 0.5393030 

PB(2) 0.1811639 0.1761440 

D(1) 4.7183034 5.5121724 

λ(1)=6 , λ(2)=12 

D(2) 2.3482018 1.4542007 

E(n1) 13.0554880 15.2366378 

E(n2) 23.0546520 14.3766282 

E(j) 31.9996860 31.9997000 

α1=α2=16 
PB(1) 0.6861448 0.6869950 

PB(2) 0.2568928 0.2520210 

D(1) 4.8226228 5.8948756 

λ(1)=8 , λ(2)=16 

D(2) 2.4051938 1.5030537 

E(n1) 12.1131560 14.7610161 

E(n2) 28.5735320 17.9880381 

E(j) 32.0000000 32.0000000 

α1=α2=20 
PB(1) 0.7723699 0.7726330 

PB(2) 0.3130423 0.3094690 

D(1) 4.8750212 6.2076295 

λ(1)=10 , λ(2)=20 

D(2) 2.4309964 1.5431743 

E(n1) 11.1007540 14.1141228 

E(n2) 33.3711040 21.3121818 

E(j) 32.0000000 32.0000000 

Πίνακας  4.3     Υπολογιζηικ  ανάλςζη ζςζη μαηορ με T=50,60,70,80 

Κιείλνληαο ηελ παξνπζίαζε ησλ αξηζκεηηθψλ απνηειεζκάησλ, ν παξαπάλσ πίλαθαο 

απεηθνλίδεη φια ηα απνηειέζκαηα ζπγθεληξσηηθά γηα ηηο πεξηπηψζεηο Σ=50,60,70,80. 

Απφ ηελ παξαηήξεζε ινηπφλ απηνχ, ην ζεκαληηθφηεξν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθχπηεη 

είλαη πσο ελψ ε απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο γηα κηθξά θνξηία θίλεζεο βειηηψλεηαη 

δηαξθψο ρσξίο ε αχμεζε ζην ρξφλν εμππεξέηεζεο λα έρεη ηδηαίηεξα αξλεηηθή 

επίδξαζε, ζηα κεγαιχηεξα θνξηία ε βειηίσζε ηείλεη λα ζηαζεξνπνηεζεί θαη δελ 

κεηαβάιιεηαη απφ πεξεηαίξσ αχμεζε ηνπ T ζε αληίζεζε κε ην κέζν ρξφλν 



  

 

 ΢ελίδα 63 
 

εμππεξέηεζεο πνπ απμάλεηαη απαγνξεπηηθά. ΢πγθεθξηκέλα, γηα θνξηίν θίλεζεο α=20, 

ε κέγηζηε δπλαηή βειηίσζε ηεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθχπηεη γηα ηελ 

πεξίπησζε T=40 θαζψο νη ηηκέο ησλ CBPs απηήο ζπκπίπηνπλ ζρεδφλ απφιπηα 

(αθξίβεηα ηνπιάρηζηνλ δχν δεθαδηθψλ ςεθίσλ) κε ηηο αληίζηνηρεο ησλ T=50,60,70,80 

κε απνηέιεζκα ε επίδξαζε ησλ ππφινηπσλ πεξηπηψζεσλ ζην ζχζηεκα λα είλαη κφλν 

αξλεηηθή ιφγσ ηεο ζπλερήο αχμεζεο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο. Απηφ είλαη ινγηθφ 

γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα αξθεί λα αλαινγηζηνχκε πσο ε κεηαβνιή ηνπ 

θνξηίνπ θίλεζεο νθείιεηαη θαζαξά ζε αχμεζε κφλν ηνπ ξπζκνχ άθημεο ησλ θιήζεσλ 

πνπ θαζηζηά δπζθνιφηεξε ηε δηαρείξηζε απηψλ απφ ην ζπγθεθξηκέλν ζχζηεκα. 

Δπηπξνζζέησο, ζπκπεξαίλνπκε πσο νη απνθιίζεηο αλάκεζα ζηα δχν κνληέια 

απμάλνληαη αξθεηά γηα κεγάια θνξηία θίλεζεο, θαζψο γίλεηαη ζπρλφηεξα ε εθαξκνγή 

ηνπ κεραληζκνχ ζπκπίεζεο πνπ είλαη δηαθνξεηηθφο γηα ηα δχν ειαζηηθά κνληέια, ελψ 

απνθιίλνπλ ηθαλνπνηεηηθά γηα ηα κηθξφηεξα. Δπνκέλσο γηα ηα κεγάια θνξηία 

θίλεζεο ηα πξνθχπηνληα αξηζκεηηθά δεδνκέλα ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ πξνζνκνηψλνπκε 

δελ θαζίζηαληαη αμηφπηζηα πξνο εμαγσγή αζθαινχο ζπκπεξάζκαηνο γηα ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηνπ.  

Δλ θαηαθιείδη, ε ρξήζε ειαζηηθήο ζεσξίαο απφ έλα ζχζηεκα πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο 

γηα ηελ δηαρείξηζε ηεο θίλεζεο ζε ψξεο αηρκήο πξνο βειηίσζε ηεο απφδνζεο ηνπ, 

θξίλεηαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή αξθεί ε επηινγή ηνπ ειάρηζηνπ παξάγνληα ζπκπίεζεο 

ηνπ εχξνπο δψλεο ησλ θιήζεσλ      
 

 
 λα κελ επηθέξεη ππεξβνιηθή αχμεζε ηνπ 

ρξφλνπ εμππεξέηεζεο. Με άιια ιφγηα, ε εθαξκνγήο ηεο κε ζθνπφ ηελ 

βειηηζηνπνίεζε ηνπ GoS λα κελ ππνζθειίδεη ηελ πνηφηεηα παξνρήο ππεξεζηψλ. 

Θέινληαο λα νινθιεξψζνπκε ηελ απεηθφληζε ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο ε νπνία 

έιαβε ρψξα θαηά ηελ εθπφλεζε ηεο εξγαζίαο απηήο, αθνινχζσο παξαζέηνληαη ηα 

δηαγξάκκαηα ησλ παξακέηξσλ πνπ ππνινγίζηεθαλ, ζπλαξηήζεη ηνπ θνξηίνπ ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ νξίδεηαη σο  ξ  α     α     θαη ηα νπνία δηαγξάκκαηα είλαη 

παξφκνηα κε ηα αληίζηνηρα πνπ παξάγνληαη απφ ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε. 
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4. Γηαγξάκκαηα παξακέηξσλ γηα ην ειαζηηθφ κνληέιν 

 

 

Σχήμα  4.1     Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηην CBP1 για ηα διάθοπα T. 

 

Σχήμα  4.2     Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηην CBP2 για ηα διάθοπα T. 
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Σχήμα  4.3     Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηο μ ζο σπ νο εξςπηπ ηηζηρ ηων κλ ζεων ηηρ ππώηηρ 

καηηγοπ αρ για ηα διάθοπα T. 

 

Σχήμα  4.4     Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηο μ ζο σπ νο εξςπηπ ηηζηρ ηων κλ ζεων ηηρ δε ηεπηρ 

καηηγοπ αρ για ηα διάθοπα T. 
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Σχήμα  4.5     Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηο μ ζο απιθμ  ηων κλ ζεων ηηρ ππώηηρ καηηγοπ αρ πος 

ςπάπσοςν ζηο ζ ζηημα για ηα διάθοπα T. 

 

Σχήμα  4.6     Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηο μ ζο απιθμ  ηων κλ ζεων ηηρ δε ηεπηρ καηηγοπ αρ 

πος ςπάπσοςν ζηο ζ ζηημα για ηα διάθοπα T. 
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Σχήμα  4.7    Επ δπαζη ηος θοπη ος κ νηζηρ ζηο μ ζο απιθμ  καηειλημμ νων εξςπηπεηηηών για ηα  

διάθοπα T. 
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ΔΠΗΛΟΓΟ΢ 

Η παξνχζα εξγαζία απνηειεί κηα απφπεηξα αλάιπζεο ησλ ζπζηεκάησλ απσιεηψλ 

πνπ εμππεξεηνχλ ειαζηηθή θίλεζε. Αξρηθά αλαθέξζεθαλ νη βαζηθέο αξρέο ηεο 

Θεσξίαο Σειεπηθνηλσληαθήο Κίλεζεο θαη ηα δηαδεδνκέλα κνληέια γηα κνλνδηάζηαηε 

θαη πνιπδηάζηαηε θίλεζε. Δλ ζπλερεία, ιφγσ ηφζν ησλ πεξηνξηζκέλσλ πφξσλ ησλ 

ππεξεζηψλ φζν θαη ησλ απμεκέλσλ απαηηήζεσλ ησλ ζπλδξνκεηψλ ζηε ζχγρξνλε 

επνρή, έγηλε κειέηε ηεο εθαξκνγήο ελφο ειαζηηθνχ ηειεπηθνηλσληαθνχ κνληέινπ ζε 

ζπζηήκαηα κνλνδηάζηαηεο θαη πνιπδηάζηαηεο θίλεζεο θαη απνδείρζεθε ε βειηίσζε 

πνπ πθίζηαληαη ηα ζπζηήκαηα απηά φζνλ αθνξά ηελ απφδνζε ηνπο, κε ηελ εμαγσγή 

ηνπ GoS. 

΢πγθεθξηκέλα, παξνπζηάζηεθε ε ζπιινγηζηηθή ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ γηα ηελ 

κείσζε ηνπ GoS, δειαδή ηεο ζπκπίεζεο ηνπ εχξνπο δψλεο ησλ θιήζεσλ κε 

ηαπηφρξνλε αχμεζε ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ηνπο ψζηε λα δηαηεξείηαη πάληα 

ζηαζεξφ ην γηλφκελν (εχξνο δψλεο) x (ρξφλνο εμππεξέηεζεο). Γφζεθε επίζεο 

ηδηαίηεξε ζεκαζία ζην κέγεζνο ηεο ζπκπίεζεο πνπ ππφθεηληαη νη θιήζεηο ψζηε ε 

εθαξκνγή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο λα επηδξά κφλν σθέιηκα ζην ζχζηεκα. Δλ 

ζπλερεία, αθνχ εμεγήζεθε ε αηηία γηα ηελ νπνία ην ειαζηηθφ κνληέιν δελ κπνξεί λα 

εθθξαζηεί απφ αλαδξνκηθή ζρέζε, κειεηήζεθε ν αλαδξνκηθφο ηχπνο ηνπ Κνπθνπιίδε 

ν νπνίνο απνδείρζεθε πσο πξνζεγγίδεη ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ην ειαζηηθφ 

κνληέιν γηα ηα ζπζηήκαηα πνπ εμππεξεηνχλ ειαζηηθή θίλεζε. Σέινο, κέζα απφ ηα 

απνηειέζκαηα ηεο ππνινγηζηηθήο αλάιπζεο έγηλαλ ζαθή ηφζν ην κέγεζνο ηεο 

βειηίσζεο ζηελ απφδνζε ησλ ζπζηεκάησλ απσιεηψλ απφ ηελ εθαξκνγή ηεο 

ειαζηηθήο ζεσξίαο φζν θαη ην φξην ζπκπίεζεο ηνπ εχξνπο δψλεο αλάινγα κε ηελ 

πξνζθεξφκελε θίλεζε. 

Δλ θαηαθιείδη, ε εθαξκνγή ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζηηο ηειεπηθνηλσλίεο σο ηδέα 

κπνξεί λα ζπλδπαζηεί κε άιιεο επεθηάζεηο ηεο Θεσξίαο Σειεπηθνηλσληαθήο Κίλεζεο, 

φπσο π.ρ. ε ελαιιαθηηθή δξνκνιφγεζε, ηερληθέο δέζκεπζεο εχξνπο δψλεο 

(bandwidth/trunk reservation) θιπ. ΢ε θάζε πεξίπησζε ην αληηθείκελν είλαη ηδηαίηεξα 

επξχ θαη ελδηαθέξνλ, ελψ παξάιιεια ε εμέιημε ηνπ αλακέλεηαη λα βειηηψζεη ηηο 

παξερφκελεο ππεξεζίεο ζηνπο πνιπάξηζκνπο ηειηθνχο ρξήζηεο, πνπ ηειηθά είλαη θαη 

ην δεηνχκελν ηεο επηζηήκεο.  
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Α 

Πεγαίνο θψδηθαο ηεο πξνζνκνίσζεο ηνπ ειαζηηθνχ κνληέινπ 

# Οξίδνπκε ηηο δηαδηθαζίεο ηεο πξνζνκνίσζεο θαη ηηο κεηαβιεηέο 
PREAMBLE 

processes include klhsh , timer , and generator 

every generator has a gen.num 

every klhsh has a call.num , an unloading , a finished.time , an arrival.time and a bw 

# Σν stm είλαη  ζπληνκνγξαθία ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή θάζε θιήζε αλήθεη ζην 

ζχζηεκα 
and may belong to the stm   

the system owns the stm  

define samples as integer variable 

define call.num and gen.num as integer variables 

define bw as a real variable         

define number as an integer variable 

define sum_of_calls as an integer, 1-dimensional array 

define mit as a double, 1-dimensional array 

define mst as a double, 1-dimensional array 

define typical_bw as a real, 1-dimensional array 

define unloading as double variable 

define classes , actual_used_capacity  , trunks , occupied_trunks and max_trunks as real 

variables 

define accepted_calls as an integer, 1-dimensional array 

define blocked_calls as integer, 1-dimensional array 

define cis as an integer, 1-dimensional array 

define summary as a real, 1-dimensional array 

define NB as an integer variable            

define serv.time , band.new and band.old as real variables 

define i , calls and transit as integer variables 

define capacity and new_capacity as real variables 

define stream1 and stream2 as integer variables 

define flag as an integer variable 

end 

  

 

 

MAIN 

print 1 line thus 

------------------------------ ELASTIC  MODEL ------------------------------- 

# Οξίδνπκε ην αξρείν απφ ην νπνίν ην πξφγξακκα ζα ιακβάλεη ηηο κεηαβιεηέο 
 open unit 1 for input, file name is "input1.txt" 

 use unit 1 for input 

 read classes,calls,transit,stream1,stream2,trunks,max_trunks 

 reserve summary(*) as classes 

 reserve mit(*) as classes 

 reserve mst(*) as classes 

 reserve sum_of_calls(*) as classes 

 reserve typical_bw(*) as classes 

 reserve accepted_calls(*) as classes 

 reserve blocked_calls(*) as classes 

 reserve cis(*) as classes 



  

 

 ΢ελίδα 72 
 

 

# Οξίδνληαη αξρηθέο ηηκέο γηα ηνλ αξηζκφ ησλ δεηγκάησλ ηνπ κεηξεηή 

(δεηγκαηνιεςία), γηα ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ θαη γηα ηνλ 

αξηζκφ ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο πνπ πξνθχπηεη απφ ην άζξνηζκα ησλ θιήζεσλ 

θάζε θαηεγνξίαο ζε θάζε κέηξεζε. 
 let samples = 0 

 let occupied_trunks = 0 

 for j = 1 to classes 

 do 

  sum_of_calls(j) = 0 

 loop 

# Οξίδνληαη σο αξρηθέο ηηκέο γηα ηνπο πφξνπο C θαη ηελ ζεσξεηηθή ρσξεηηθφηεηα T 

ηνπ ζπζηήκαηνο απηέο πνπ θαζνξίδνληαη ζηελ είζνδν. 
 let capacity=trunks 

 let new_capacity=max_trunks 

  

#  Γηαβάδνληαη νη ηηκέο απφ ην αξρείν εηζφδνπ γηα ην ξπζκφ άθημεο, ην κέζν ρξφλν 

εμππεξέηεζεο θαη ηελ αξρηθή (πςειή) απαίηεζε εχξνπο δψλεο ησλ θιήζεσλ θάζε 

θαηεγνξίαο θαη εθθηλνχλ ε δηαδηθαζίεο γέλλεζεο θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο. 
 for j = 1 to classes 

 do 

  read mit(j),mst(j) and typical_bw(j) 

  activate a generator(j) now 

 loop 

 close unit 1 

#  Δθθηλεί ε δηαδηθαζία δεηγκαηνιεςίαο 
 activate a timer now 

 start simulation 

# Οξίδνπκε ην αξρείν εμφδνπ (output.txt) ζην νπνίν ζα εθηππψλνληαη ηα 

απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο. 
 open unit 2 for output, file name is "output.txt" 

 use unit 2 for output  

# Οξίδεηαη ην πειίθν πνπ δίλεη ηελ ζπλνιηθή πηζαλφηεηα απψιεηαο ησλ θιήζεσλ 

θάζε θαηεγνξίαο θαη εθηππψλνληαη ζην αξρείν εμφδνπ. 
 for j = 1 to classes 

 do 

 if j=1 

 print 2 lines with j , blocked_calls(j)/(blocked_calls(j) + accepted_calls(j)) and 

 100*blocked_calls(j)/(blocked_calls(j) + accepted_calls(j)) thus 

 Blocking Probability for the *st category's calls is *.*******(***.***%) 

  

 else 

 print 1 line with j , blocked_calls(j)/(blocked_calls(j) + accepted_calls(j)) and 

 100*blocked_calls(j)/(blocked_calls(j) + accepted_calls(j)) thus 

 Blocking Probability for the *nd category's calls is *.*******(***.***%) 

 endif 

 loop 

 skip 1 line 

 

# Γηα θάζε θαηεγνξία θιήζεσλ νξίδεηαη θαη εθηππψλεηαη ν κέζνο ρξφλνο 

εμππεξέηεζεο απφ ηελ πξνζνκνίσζε, εθηππψλεηαη ν κέζνο ρξφλνο εμππεξέηεζεο 

απφ ην αξρείν εηζφδνπ θαη νξίδεηαη θαη εθηππψλεηαη ε πνζνζηηαία κεηαβνιή πνπ 
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εθθξάδεη ηελ αχμεζε ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ιφγσ εθαξκνγήο ηεο ειαζηηθήο 

ζεσξίαο. 
 for j = 1 to classes 

 do 

 if j = 1 

 print 9 lines with j , summary(j)/accepted_calls(j) , j , 1/mst(j) , j , 

((summary(j)/accepted_calls(j))-(1/mst(j)))*100 thus 

 --------------------------------------------------------------------------- 

 Simulation's mean service time (*st Category) = ***.****** 

 Theory's mean service time (*st Category) = ***.** 

                        

          ---SIMULATION'S DELAY (*st category's calls)--- 

 

 We have ***.*****% mean percentage increase of service time 

 due to the use of elastic theory 

 --------------------------------------------------------------------------- 

 else 

 print 9 lines with j , summary(j)/accepted_calls(j) , j , 1/mst(j) , j , 

((summary(j)/accepted_calls(j))-(1/mst(j)))*100 thus 

 --------------------------------------------------------------------------- 

 Simulation's mean service time (*nd Category) = ***.****** 

 Theory's mean service time (*nd Category) = ***.** 

                        

          ---SIMULATION'S DELAY (*nd category's calls)--- 

 

 So we have ***.*****% mean percentage increase of service time 

 due to the use of elastic theory 

 --------------------------------------------------------------------------- 

 endif 

 loop 

 skip 1 line 

# Οξίδεηαη θαη εθηππψλεηαη ην πειίθν πνπ δίλεη ην κέζν αξηζκφ ησλ θιήζεσλ θάζε 

θαηεγνξίαο πνπ εμππεξεηνχληαη απφ ην ζχζηεκα. 
 for j = 1 to classes 

 do 

 if j = 1 

 print 4 lines with j , j , sum_of_calls(j)/samples thus 

 Average number of *st category's calls in system : 

 

          E(*) = ***.***** 

 

 else 

 print 4 lines with j , j , sum_of_calls(j)/samples thus 

 Average number of *nd category's calls in system : 

 

          E(*) = ***.***** 

 

 endif  

 loop 

 # Οξίδεηαη θαη εθηππψλεηαη ν κέζνο αξηζκφο ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ ζην 

ζχζηεκα. 
 print 3 lines with occupied_trunks/samples thus 

 Average occupied trunks in system : 

          E(j) = ***.***** 
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 skip 1 line 

# Οξίδνληαη θαη εθηππψλνληαη ε ζπλνιηθή δηάξθεηα ηεο πξνζνκνίσζεο θαη ν αξηζκφο 

ησλ δεηγκάησλ. 
 print 2 lines with time.v*hours.v and samples thus 

 SIMULATION TIME = ****.**** HOURS 

 SAMPLES = ******* 

  

 close unit 2 

 skip 1 line 

 print 3 lines thus 

 ######################## 

  PRESS ENTER TO EXIT... 

 ######################## 

 read as / 

end 

 

# Πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία γέλλεζεο θιήζεσλ, απφ 1 κέρξη ηνλ αξηζκφ πνπ έρνπκε 

ζέζεη ζηελ είζνδν. 
process generator(number) 

  

 for i = 1 to calls 

  do 

  activate a klhsh(number) now 

# νη θιήζεηο θαηαθζάλνπλ κε ξπζκφ ιi φπνπ i=1,…..,K νη θαηεγνξίεο θίλεζεο 
  wait exponential.f(1/mit(number),stream2) minutes 

 loop 

  

end 

 

 

# Πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία εμππεξέηεζεο θιήζεσλ. Αλ ππάξρνπλ πφξνη 

εμππεξεηνχληαη κε ηελ αξρηθή απαίηεζε ηνπο ζε εχξνο δψλεο, αιιηψο ελεξγνπνηείηαη 

ε δηαδηθαζία ζπκπίεζεο πξνθχπηνπζα απφ ηε ζεσξία ειαζηηθφηεηαο. 
process klhsh(number) 

 

 define this.call as an integer variable 

 let this.call = klhsh 

 let bw(this.call) = typical_bw(number) 

 let unloading(this.call) = exponential.f(1/mst(number),stream1) 

 let flag=0 

  

if capacity >= actual_used_capacity + bw(this.call) 

 

  

  if i > transit 

   add 1 to accepted_calls(number) 

  endif 

  

 file this.call in the stm      

 add 1 to cis(number) 

 

 subtract bw(this.call) from trunks 

 add bw(this.call) to actual_used_capacity 

 let arrival.time(this.call) = time.v  
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 work unloading(this.call) minutes 

 let finished.time(this.call) = time.v 

# Τπνινγίδεηαη ν ρξφλνο πνπ απαηηήζεθε γηα ηελ εμππεξέηεζε ηεο θιήζεο. Σν 

απνηέιεζκα πνιιαπιαζηάδεηαη κε  ην 1440 γηα ηελ κεηαηξνπή ηνπ ζε ιεπηά θαζψο 

ζηελ Simscript ε default κνλάδα κέηξεζεο είλαη νη ψξεο. 
 let serv.time = (finished.time(this.call)-arrival.time(this.call))*1440 

 if i>transit 

   add serv.time to summary(number) 

 endif 

# Δάλ κεηά ηελ εμππεξέηεζε ηεο θιήζεο ην ζχζηεκα βξίζθεηαη αθφκα ζε θαηάζηαζε 

ζπκπίεζεο, θαιείηαη ε δηαδηθαζία  leaving ζηελ νπνία εθηεινχληαη νη ελέξγεηεο 

κνηξάζκαηνο ηνπ εχξνπο δψλεο πνπ θαηαιάκβαλε ε θιήζε πνπ αθήλεη ην ζχζηεκα 

θαη ηεο κείσζεο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ζηηο ππφινηπεο θιήζεηο πνπ 

εμππεξεηνχληαη ζην ζχζηεκα φπσο νξίδεηαη απφ ηελ ειαζηηθή ζεσξία.       
        if actual_used_capacity >= capacity or bw(this.call) < typical_bw(number)      

        add bw(this.call) to trunks 

        subtract bw(this.call) from actual_used_capacity 

        call leaving given this.call 

        let flag = 1 

 # Σν ζχζηεκα δελ εμππεξεηεί ή ζηακαηάεη λα εμππεξεηεί ειαζηηθή θίλεζε. 

Δπνκέλσο ε θιήζε ην αθήλεη θαη νη ππφινηπεο θιήζεηο πνπ εμππεξεηνχληαη ή 

παξακέλνπλ αλεπεξέαζηεο (εθφζνλ δελ έρνπλ ππνζηεί ζπκπίεζε) ή επαλαθέξεηαη ε 

αξρηθή ηνπο απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο κε ηαπηφρξνλε κείσζε ηνπ ρξφλνπ 

εμππεξέηεζεο ηνπο.      
        else 

        add bw(this.call) to trunks 

        subtract bw(this.call) from actual_used_capacity 

        remove this.call from the stm 

        subtract 1 from cis(number) 

        let flag = 0 

        endif 

always 

# Γίλεηαη αξρηθή ηηκή γηα ην NB πνπ εθθξάδεη ην άζξνηζκα         
 
    (δειαδή 

ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ). 
let NB = 0 

for j = 1 to classes 

 do 

 NB = NB + cis(j)*typical_bw(j) 

loop 

 

if new_capacity > capacity 

if flag = 0 

# Δλεξγνπνηείηαη ε δηαδηθαζία ζπκπίεζεο θαηά ηελ άθημε ηεο λέαο θιήζεο κε ην 

θάιεζκα ηεο ξνπηίλαο arriving ζηελ νπνία εθηεινχληαη νη δηαδηθαζίεο ζπκπίεζεο 

εχξνπο δψλεο θαη αχμεζεο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ηεο λέαο θιήζεο θαη ησλ 

θιήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη φπσο πξνβιέπεη ε ειαζηηθή ζεσξία. 
 if actual_used_capacity + bw(this.call) > capacity and new_capacity >= NB + bw(this.call) 

 

    if i > transit 

     add 1 to accepted_calls(number) 

    endif   

   call arriving given this.call 

   file this.call in the stm 
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   add 1 to cis(number) 

   subtract bw(this.call) from trunks 

 

   add bw(this.call) to actual_used_capacity 

   let arrival.time(this.call) = time.v 

   work unloading(this.call) minutes 

   let finished.time(this.call) = time.v 

   let serv.time = (finished.time(this.call)-arrival.time(this.call))*1440 

   if i>transit 

     add serv.time to summary(number) 

   endif 

# Δάλ κεηά ηελ εμππεξέηεζε ηεο θιήζεο ην ζχζηεκα βξίζθεηαη αθφκα ζε θαηάζηαζε 

ζπκπίεζεο, θαιείηαη ε δηαδηθαζία  leaving ζηελ νπνία εθηεινχληαη νη ελέξγεηεο 

κνηξάζκαηνο ηνπ εχξνπο δψλεο πνπ θαηαιάκβαλε ε θιήζε πνπ αθήλεη ην ζχζηεκα 

θαη ηεο κείσζεο ηνπ ρξφλνπ εμππεξέηεζεο ζηηο ππφινηπεο θιήζεηο πνπ 

εμππεξεηνχληαη ζην ζχζηεκα φπσο νξίδεηαη απφ ηελ ειαζηηθή ζεσξία.  
   if actual_used_capacity >= capacity or bw(this.call) < typical_bw(number) 

 

   add bw(this.call) to trunks 

   subtract bw(this.call) from actual_used_capacity 

   call leaving given this.call 

# Σν ζχζηεκα δελ εμππεξεηεί ή ζηακαηάεη λα εμππεξεηεί ειαζηηθή θίλεζε. Δπνκέλσο 

ε θιήζε αθήλεη ην ζχζηεκα θαη νη ππφινηπεο θιήζεηο πνπ εμππεξεηνχληαη ή 

παξακέλνπλ αλεπεξέαζηεο (εθφζνλ δελ έρνπλ ππνζηεί ζπκπίεζε) ή επαλαθέξεηαη ε 

αξρηθή ηνπο απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο κε ηαπηφρξνλε κείσζε ηνπ ρξφλνπ 

εμππεξέηεζεο ηνπο.      
   else 

   add bw(this.call) to trunks 

   subtract bw(this.call) from actual_used_capacity 

   remove this.call from the stm 

   subtract 1 from cis(number) 

   endif 

 endif 

 

endif 

endif 

# Καηά ηελ άθημε ηεο λέαο θιήζεο, νη θιήζεηο πνπ εμππεξεηνχληαη ζην ζχζηεκα 

έρνπλ ππνζηεί ηελ κέγηζηε αλεθηή ζπκπίεζε ζην εχξνο δψλεο. Δπνκέλσο ε λέα 

θιήζε δελ κπνξεί λα εμππεξεηεζεί κε ζπλέπεηα λα απνξξηθζεί απφ ην ζχζηεκα.  
  if new_capacity < NB + bw(this.call) 

    if i > transit 

     add 1 to blocked_calls(number) 

    endif 

  endif 

  end 

# Πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία δεηγκαηνιεςίαο (κεηξεηήο). 
process TIMER 

until i>=calls 

do 

if i > transit 

 for j = 1 to classes 

 do 

 sum_of_calls(j) = sum_of_calls(j) + cis(j) 
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 loop 

let occupied_trunks = occupied_trunks + capacity - trunks 

add 1 to samples 

endif 

wait 0.5 minutes 

loop 

end 

 

  

# Πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία ηεο ξνπηίλαο arriving. 
routine arriving given new.call 

 

define num as an integer variable 

define new.call as an integer variable 

define factor as a double variable 

let num = call.num(new.call) 

 

let NB = 0 

for j = 1 to classes 

do 

 NB = NB + cis(j)*typical_bw(j) 

loop  

# Δθηειείηαη ε δηαδηθαζία ζπκπίεζεο ηεο λέαο θιήζεο. 
 let factor = capacity/(NB + bw(new.call)) 

 let unloading(new.call)=unloading(new.call)*bw(new.call) 

 let bw(new.call) = typical_bw(num)*factor 

 let unloading(new.call)=unloading(new.call)/bw(new.call) 

# Δθηειείηαη ε δηαδηθαζία ζπκπίεζεο ησλ θιήζεσλ πνπ εμππεξεηνχληαη. 
 for each klhsh on stm  

 do 

 interrupt klhsh 

 let band.old = bw(klhsh) 

 let bw(klhsh) = typical_bw(call.num(klhsh))*factor 

 let band.new = bw(klhsh) 

 let time.a(klhsh) = time.a(klhsh)*(band.old/band.new) 

 add (band.old-band.new) to trunks 

 resume klhsh 

 subtract (band.old-band.new) from actual_used_capacity 

 loop 

 

end 

  

# Πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία ηεο ξνπηίλαο leaving. 
routine leaving given leaving.call 

 

define num as an integer variable 

define leaving.call as an integer variable 

define factor2 as a double variable 

let num = call.num(leaving.call) 

 

remove leaving.call from the stm 

subtract 1 from cis(num) 

 

let NB = 0 
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for j = 1 to classes 

do 

 NB = NB + cis(j)*typical_bw(j) 

loop 

 

# Μεηά ηελ απνκάθξπλζε ηεο εμππεξεηεζείζαο θιήζεο εθηειείηαη ε δηαδηθαζία απφ-

ζπκπίεζεο ησλ ππνινίπσλ θιήζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο  ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία 

ην ζχζηεκα ζπλερίδεη λα εμππεξεηεί ειαζηηθή θίλεζε. 
let factor2 = capacity/NB 

 

if NB >= capacity  

for each klhsh on stm 

do 

interrupt klhsh 

let band.old = bw(klhsh) 

let bw(klhsh) = factor2*typical_bw(call.num(klhsh)) 

let band.new = bw(klhsh) 

let time.a(klhsh) = time.a(klhsh)*(band.old/band.new) 

subtract (band.new - band.old) from trunks 

resume klhsh 

add (band.new - band.old) to actual_used_capacity 

loop  

# Μεηά ηελ απνκάθξπλζε ηεο εμππεξεηεζείζαο θιήζεο εθηειείηαη ε δηαδηθαζία απφ-

ζπκπίεζεο ησλ ππνινίπσλ θιήζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο  ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία 

ην ζχζηεκα δελ εμππεξεηεί ειαζηηθή θίλεζε (ζηηο θιήζεηο δίλεηαη ε αξρηθή ηνπο 

απαίηεζε ζε εχξνο δψλεο). 
else 

for each klhsh on stm 

do 

interrupt klhsh 

let band.old = bw(klhsh) 

let bw(klhsh) = typical_bw(call.num(klhsh)) 

let band.new = bw(klhsh) 

let time.a(klhsh) = time.a(klhsh)*(band.old/band.new) 

subtract (band.new - band.old) from trunks 

resume klhsh 

add (band.new - band.old) to actual_used_capacity 

loop  

 

endif 

end 
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Παπαηηπ ζειρ : ΢ηνλ παξαπάλσ πεγαίν θψδηθα νη κεηαβιεηέο πνπ έρνπλ δνζεί 

εθθξάδνπλ θαηά ζεηξά : 

 bw : Δθθξάδεη ην εχξνο δψλεο πνπ θαηαιακβάλνπλ νη θιήζεηο πξνο 

εμππεξέηεζε ηνπο 

 number : Δθθξάδεη ηνλ αξηζκφ ηεο θαηεγνξίαο θίλεζεο ζηελ νπνία αλήθεη ε 

θάζε θιήζε. 

 sum_of_calls : Δθθξάδεη ηνλ αξηζκφ ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο πνπ 

πξνθχπηεη απφ ην άζξνηζκα ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ζε θάζε κέηξεζε 

θαηά ηε δεηγκαηνιεςία. 

 mit : Δθθξάδεη ην κέζν ξπζκφ άθημεο ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ι. 

 mst : Δθθξάδεη ην ξπζκφ εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ζηελ 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ κ. 

 typical_bw : Δθθξάδεη ηελ αξρηθή (πςειή) απαίηεζε εχξνπο δψλεο ησλ 

θιήζεσλ γηα θάζε θαηεγνξία. 

 unloading : Δθθξάδεη ην ρξφλν εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ. 

 classes : Δθθξάδεη ηνλ αξηζκφ ησλ θαηεγνξηψλ θίλεζεο. 

 actual_used_capacity  : Δθθξάδεη ηελ ζηηγκηαία ηηκή ησλ θαηεηιεκκέλσλ 

εμππεξεηεηψλ ζην ζχζηεκα θάζε θνξά πνπ θαηαθζάλεη ή θεχγεη κία θιήζε. 

 accepted_calls : Δθθξάδεη ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ δεθηψλ θιήζεσλ θάζε 

θαηεγνξίαο ζην ζχζηεκα. 

 blocked_calls : Δθθξάδεη ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ απνθιεηζκέλσλ 

θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο απφ ην ζχζηεκα. 

 cis : Δθθξάδεη ηνλ ζηηγκηαίν αξηζκφ ηνλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο πνπ 

εμππεξεηνχληαη απφ ην ζχζηεκα. 

 summary : Υξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ κέζνπ ρξφλνπ 

εμππεξέηεζεο ηνπ ειαζηηθνχ ζπζηήκαηνο. 

 band.new και band.old : Υξεζηκνπνηνχληαη ζηηο ξνπηίλεο γηα λα δειψλνπλ 

ηελ ηηκή ηνπ εχξνπο δψλεο πξηλ θαη κεηά ηε ζπκπίεζε. 

 transit : Δθθξάδεη ηνλ αξηζκφ ησλ θιήζεσλ πνπ δελ ιακβάλνληαη ππφςε 

θαηά ηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ θαζψο ζεσξνχκε πσο κεηά απφ απηφ 

ηνλ αξηζκφ θιήζεσλ ην ζχζηεκα βξίζθεηαη ζε ζηαζεξή θαηάζηαζε. 

 

Δπηπξνζζέησο ηνλίδεηαη πσο θάζε θαηεγνξία θίλεζεο έρεη ηηο δηθέο ηηο ηηκέο γηα ηηο 

κεηαβιεηέο summary, mit, mst, sum_of_calls, blocked_calls, accepted_calls, cis θαη  

typical_bw, κε ηε ρξήζε ηεο εληνιήο «reserve …(*) to classes». Γηα παξάδεηγκα αλ 

ππνζέζνπκε πσο εμππεξεηνχληαη δχν θαηεγνξίεο θίλεζεο, νπφηε classes=2, ηφηε ζα 

ππάξρνπλ δχν ηηκέο αξρηθήο απαίηεζεο εχξνπο δψλεο σο typical_bw(1) θαη typical_bw(2). 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β 

Πεγαίνο θψδηθαο πινπνίεζεο ηεο θφξκνπιαο ηνπ Κνπθνπιίδε 

(KRK.m)  

 

%Γειψλεηαη ν αξηζκφο ησλ δεθαδηθψλ ςεθίσλ ησλ απνηειεζκάησλ. 
format short 

%Οξίδνληαη ηα εμήο: 

%Πξαγκαηηθή ρσξεηηθφηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. 
C = 32; 

%Θεσξεηηθή ηηκή ηεο ρσξεηηθφηεηαο γηα εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ ειαζηηθφηεηαο. 
T = 50; 

%Ο αξηζκφο ησλ θαηεγνξηψλ θιήζεσλ k. 
k = 2; 

%Οη βαζηθέο απαηηήζεηο εχξνπο δψλεο γηα θάζε θαηεγνξία θιήζεσλ b(i) 
b=[4 1] ; 

%Ο ξπζκφο άθημεο ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ι(i) 
lamda=[10 20] ; 

%Ο ξπζκφο εμππεξέηεζεο ησλ θιήζεσλ θάζε θαηεγνξίαο ζηελ κνλάδα ηνπ ρξφλνπ 

%κ(i) 
m=[0.5 1]; 

%Αθνινχζσο, πξέπεη λα βξεζνχλ ηα q(j), γηα j=1,2,...,Σ 

%Δπεηδή q(j)=0 γηα j<0, πξνθαλψο καο ελδηαθέξνπλ θάζε θνξά ηα j πνπ είλαη 

%κεγαιχηεξα απφ ην εθάζηνηε b(i) 

%Δπεηδή ηα q(j) είλαη θνηλά γηα φιεο ηηο θαηεγνξίεο θιήζεσλ, ζα δεκηνπξγεζεί έλαο 

%πίλαθαο, δηάζηαζεο 1xΣ γηα λα εηζαρζνχλ εθεί νη ηηκέο πνπ ζα ππνινγίδνληαη.  
q=ones(1,T); 

%Δπίζεο νξίδεηαη έλαο πίλαθαο y κε ηηο ηηκέο ησλ εθάζηνηε q(j-b(i)) 
y=zeros(T,K); 

%Σέινο δεκηνπξγνχληαη έλαο πίλαθαο κε ην θνξηίν θίλεζεο ησλ θιήζεσλ γηα θάζε 

%θαηεγνξία, έλαο πίλαθα Β κε ηα blocking probabilitities, έλαο πίλαθαο F κε ηα κε 

%θαλνληθνπνηεκέλα αζξνίζκαηα q θαζψο θαη έλαο πίλαθαο W γηα ηα εθάζηνηε 

%Σ-b(i)+1. 

a=zeros(1,K); 

B=zeros(1,K); 

F=zeros(1,K); 

W=zeros(1,K); 

%Υξεζηκνπνηείηαη ν νξηζκφο ηνπ θνξηίνπ θίλεζεο. 
for i=1:K 

    a(i)=lamda(i)/m(i); 

end 

%Τπνινγίδνληαη πξψηα ηα q(j) γηα       θαζψο βαζηδφκελνη ζηνλ αλαδξνκηθφ 

ηχπν ηνπ %Κνπθνπιίδε ν ηχπνο δηαθνξνπνηείηαη γηα    . 
    for j=1:C 

%Οξίδεηαη σο s ην άζξνηζκα ηνπ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ ηνπ Κνπθνπιίδε θαη ηνπ δίλεηαη 

%αξρηθή ηηκή. 
    s=0; 

    for i=1:K 

                         if j < b(i) , y(j,i)=0; 
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                         elseif j-b(i)== 0 , y(j,i)=1; 

                         else 

                         y(j,i)=q(j-b(i)); 

                         end 

         s=s+a(i)*b(i)*y(j,i);       

    end 

    q(j)=(j^(-1))*s; 

end     

%Τπνινγίδνληαη ηα q(j) γηα         . 
for j=(C+1):T 

    s=0; 

    for i=1:K 

                         if j < b(i), y(j,i)=0; 

                         elseif j-b(i)== 0, y(j,i)=1; 

                         else 

                         y(j,i)=q(j-b(i)); 

                         end 

         s=s+a(i)*b(i)*y(j,i);   

    end 

    q(j)=(C^(-1))*s; 

end  

%Τπνινγίδεηαη ν ζπληειεζηήο θαλνληθνπνίεζεο ησλ q 
G=1+sum(q);  
 %Τπνινγίδεηαη ην θάησ φξην ηνπ αζξνίζκαηνο γηα ηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο 
for i=1:K 

    W(i)=T-b(i)+1; 

end 

%Τπνινγίδεηαη ν αξηζκεηήο ηνπ ηχπνπ γηα ηελ πηζαλφηεηα απψιεηαο.  
for i=1:K 

    for j=W(i):T 

        F(i)=F(i)+q(j); 

    end 

end 

%Τπνινγίδεηαη ε πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο θάζε θαηεγνξίαο.  
for i=1:K 

    B(i)=F(i)/G; 

end 

%Τπνινγίδεηαη κε ηε ρξήζε ηνπ νξηζκνχ ηεο κέζεο ηηκήο ν κέζνο αξηζκφο ησλ 

%θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ. Ο νξηζκφο απηφο γηα ην κνληέιν ηνπ Κνπθνπιίδε 

έρεη %καζεκαηηθή έθθξαζε                      
     

 
    .  

ss1=0; 

for j=1:C 

    ss1=ss1+j*q(1,j); 

end 

ss2=0; 

for j=C+1:T 

    ss2=ss2+C*q(1,j); 

end 

%Δθηππψλεηαη ε πηζαλφηεηα απψιεηαο θιήζεο θάζε θαηεγνξίαο.  
B; 

fprintf ('Blocking Elastic = %1.6f\n',B) 

%Οξίδεηαη θαη εθηππψλεηαη ν κέζνο αξηζκφο ησλ θαηεηιεκκέλσλ εμππεξεηεηψλ φπνπ 

%ε δηαίξεζε κε ην ζπληειεζηή θαλνληθνπνίεζεο νθείιεηαη ζην γεγνλφο πσο ζηνπο 



  

 

 ΢ελίδα 82 
 

%παξαπάλσ ππνινγηζκνχο ησλ αζξνηζκάησλ ss1 θαη ss2 ρξεζηκνπνηνχληαη κε 

%θαλνληθνπνηεκέλα q. 
Occupied_Trunks = (ss1+ss2)/G 

 

 

Παπαη πηζη : Η δηαίξεζε ησλ q κε ηνλ ζπληειεζηή θαλνληθνπνίεζεο είλαη 

απαξαίηεηε γηα ηελ εμαγσγή ησλ ζσζηψλ απνηειεζκάησλ. Δθφζνλ ν αλαδξνκηθφο 

ηχπνο ππνινγηζκνχ ησλ q πεξηέρεη άζξνηζκα, ην ηειηθφ απνηέιεζκα πξνθαλψο δίλεη 

αξηζκφ ζαθψο πνιχ κεγαιχηεξν ηεο κνλάδαο. Ωζηφζν, ηα q εθθξάδνπλ πηζαλφηεηα 

θαη σο γλσζηφλ ε ηηκή ηνπο πξέπεη λα θπκαίλεηαη απφ 0 έσο 1. Γηα λα ιπζεί επνκέλσο 

ην πξφβιεκα απηφ, ηα q δηαηξνχληαη κε ηνλ ζπληειεζηή θαλνληθνπνίεζεο. 
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