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1. Ειςαγωγό 
 

Η ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ (compressed sensing) αποδεικνφει ότι πολλά 

ςιματα και εικόνεσ με οριςμζνα χαρακτθριςτικά μποροφν να 

ανακαταςκευαςτοφν από πολφ λιγότερα δείγματα ι μετριςεισ ςε ςχζςθ 

με άλλεσ μεκόδουσ που χρθςιμοποιοφνταν ωσ τϊρα. Για να γίνουν 

κατανοθτά τα παρακάτω κα ορίςουμε τισ βάςεισ Φ και Ψ. Η βάςθ Φ 

αναφζρεται ςτθν ανίχνευςθ του ςιματοσ, δθλαδι ςτθ δειγματολθψία 

και θ βάςθ Ψ ςτθν αναπαράςταςθ του ςιματοσ. Ζτςι για παράδειγμα 

αναφερόμενοι ςε μια εικόνα θ βάςθ Φ κα είναι για κάκε pixel μία τιμι 

από 0 ζωσ 255, ενϊ θ βάςθ Ψ για το ςυγκεκριμζνο παράδειγμα κα είναι 

θ μετατροπι τθσ ίδιασ εικόνασ ςε wavelets. Για να μπορζςουμε λοιπόν 

να ανακαταςκευάςουμε το αρχικό ςιμα χρθςιμοποιϊντασ λιγότερεσ 

μετριςεισ από αυτζσ που υπαγορεφει το κεϊρθμα Shannon Nyquist  

εκμεταλλευόμαςτε δφο ιδιότθτεσ τθν αραιότθτα (sparsity) που 

αναφζρεται ςτο ςιμα και τθν μθ ςυςχζτιςθ (incoherence) τθσ βάςθσ Ψ 

με τθ βάςθ Φ που αναφζρεται ςτθ φόρμα ανίχνευςθσ (sensing 

modality). Η αραιότθτα (sparsity) αφορά τθν ιδζα ότι ο ρυκμόσ 

πλθροφορίασ ενόσ ςυνεχοφσ ςιματοσ μπορεί να είναι πολφ μικρότεροσ 

από το εφροσ ηϊνθσ του ςιματοσ ι ότι  ζνα ςιμα διακριτοφ χρόνου 

εξαρτάται από ζναν βακμό ελευκερίασ πολφ μικρότερο από το πλικοσ 

των πεπεραςμζνων ςτοιχείων του. Η μθ ςυςχζτιςθ(incoherence) τθσ 

βάςθσ Φ με τθ Ψ  επεκτείνει τθν δυαδικότθτα χρόνου ςυχνότθτασ και 

εκφράηει τθν ιδζα ότι ςιματα που ζχουν μια αραιι αναπαράςταςθ ςτο 

Ψ, κα «απλϊνονται» ςτον τομζα που δθμιουργικθκαν, όπωσ μια αιχμι 

ι ζνα δζλτα του Dirac ςτο πεδίο του χρόνου εξαπλϊνεται ςτο πεδίο τθσ 

ςυχνότθτασ. Ανόμοια δθλαδι με το ςιμα x που είναι αραιό, θ 
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αναπαράςταςι του ςτο Ψ κα είναι εξαιρετικά «πυκνι». Με άλλα λόγια 

πολλά «πυκνά» ςιματα όταν εκφραςτοφν ςτθν κατάλλθλθ βάςθ Ψ 

μποροφν να αποκτιςουν αραιι (sparse) μορφι, χωρίσ να χακεί κάποιο 

«ποςό» πλθροφορίασ. Είναι ςθμαντικό το γεγονόσ ότι μποροφν να 

ςχεδιαςτοφν αποδοτικά πρωτόκολλα δειγματολθψίασ που 

ςυγκεντρϊνουν τθ χριςιμθ πλθροφορία που περιζχεται ςτο αραιό 

ςιμα και τθ μετατρζπουν ςε μια μικρι ποςότθτα δεδομζνων. Αυτά τα 

πρωτόκολλα είναι μθ προςαρμοςτικά και απλά χρειάηεται να 

ςυςχετίςουν το ςιμα με ζναν μικρό αρικμό κυματομορφϊν που δεν 

ζχουν ςχζςθ με τθν αραιι βάςθ. Αυτό που είναι αξιοςθμείωτο με αυτά 

είναι ότι πολφ εφκολα ζνασ αιςκθτιρασ μπορεί να ςυλλάβει τθν 

πλθροφορία του ςιματοσ χωρίσ να χρειάηεται να «κατανοιςει» το 

ςιμα. Επιπλζον γίνεται να ανακαταςκευαςτεί το αρχικό ςιμα από πολφ 

λίγεσ μετριςεισ ςε ςχζςθ με το μζγεκόσ του. Με άλλα λόγια θ 

ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ (compressed sensing) κάνει δειγματολθψία με 

ζναν αντιςυμβατικό τρόπο με μικρό ρυκμό και μετά χρθςιμοποιεί 

κάποια υπολογιςτικι ιςχφ για να ανακαταςκευάςει το αρχικό ςιμα από 

μετριςεισ που εκ πρϊτθσ όψεωσ φαίνονται ελλιπείσ.   

 

1.1 Εφαρμογϋσ των αραιών ςυςτημϊτων 

 

1.1.1 Εφαρμογϋσ ςτην ψηφιακό επεξεργαςύα εικόνασ. 
 

Σφμφωνα με το κεϊρθμα Shannon-Nyquist για ζνα ςιμα με μζγιςτθ 

ςυχνότθτα f για τθν ανακαταςκευι του απαιτείται δειγματολθψία με 

ςυχνότθτα 2f. Στθν ψθφιακι εικόνα το ςιμα είναι θ εικόνα και το 

δείγμα είναι το pixel, δθλαδι θ ζνταςθ του φωτόσ ςε ςυνδυαςμό με 

πλθροφορία για το χρϊμα για το ςυγκεκριμζνο ςθμείο. Σφμφωνα 

λοιπόν με το κεϊρθμα δειγματολθψίασ θ ανάλυςθ τθσ εικόνασ είναι 

ανάλογθ με το πλικοσ των μετριςεων. Ζτςι εάν κζλουμε να 

διπλαςιάςουμε τθν ανάλυςθ πρζπει να διπλαςιάςουμε των αρικμό των 

pixels. Πμωσ με τθ ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ (compressed sensing) 
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ζχουμε ζνα εντελϊσ διαφορετικό ςκεπτικό. Ριο ςυγκεκριμζνα θ 

ανάλυςθ τθσ εικόνασ που μπορεί να επιτευχκεί εξαρτάται από το 

περιεχόμενο, τθν «ποςότθτα» τθσ πλθροφορίασ που περιζχει. Μία 

εικόνα με μικρι ποςότθτα πλθροφορίασ μπορεί να ανακαταςκευαςτεί 

τζλεια από ζναν μικρό αρικμό μετριςεων, όταν λοιπόν ζχει γίνει ο 

απαιτοφμενοσ αρικμόσ μετριςεων δεν υπάρχει περαιτζρω βελτίωςθ 

ςτο οπτικό αποτζλεςμα τθσ ανακαταςκευαςμζνθσ εικόνασ από 

επιπλζον μετριςεισ. Στθν πραγματικότθτα κάκε εικόνα ζχει μικρό 

περιεχόμενο πλθροφορίασ με τθν ζννοια ότι ζνασ μικρόσ αρικμόσ 

διανυςμάτων βάςεωσ μπορεί να αποδϊςει τθν εκάςτοτε εικόνα. 

Μικρόσ αρικμόσ διανυςμάτων βάςεωσ ςθμαίνει μικρό πλικοσ μθ 

μθδενικϊν ςτοιχείων ςτθ βάςθ Ψ, που αναφζρκθκε προθγουμζνωσ. 

Μερικζσ γραμμζσ για παράδειγμα αρκοφν για να δϊςουν τθν εικόνα 

ενόσ προςϊπου. Ριο ςυγκεκριμζνα αν ζχουμε ζνα ςιμα που 

αποτελείται από Κ ςυχνότθτεσ με μεγαλφτερθ ςυχνότθτα Ν, ςφμφωνα 

με το κεϊρθμα Shannon-Nyquist κα χρειάηονταν Ν τάξθσ αρικμό 

δειγμάτων που ιςαπζχουν, αντίκετα ςτθν ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ 

αρκοφν περίπου 3Κ δείγματα, το μυςτικό είναι ότι θ δειγματολθψία 

πρζπει να μθ γίνεται ςε ςτακερά χρονικά διαςτιματα αλλά ςε τυχαία. 

Στθν τομογραφία MRI βρζκθκε ότι ακόμα και με μικρότερο ρυκμό 

δειγματολθψίασ από τον Nyquist ζχουμε καλά αποτελζςματα. Οι 

φωτογραφίεσ ςφμφωνα με τθ ςυμπίεςθ JPEG χαρακτθρίηονται ςχεδόν 

πάντα ωσ αραιζσ, με βάςθ τθ μετατροπι τουσ ςε wavelets. Ριο 

ςυγκεκριμζνα εάν το ςιμα μασ είναι το x και y είναι ζνα δείγμα αυτοφ, 

τότε κα ζχουμε ότι y=Φx. Υποκζτουμε ότι οι  τα δείγματα, Μ είναι 

λιγότερα από το μζγεκοσ του x, που είναι Ν, δθλαδι Μ<<Ν. Ο πίνακασ 

Φ επομζνωσ κα ζχει διαςτάςεισ ΜxN. Από τθ γραμμικι άλγεβρα 

γνωρίηουμε ότι κα υπάρχουν πολλά διανφςματα x* τζτοια ϊςτε y=Φx*, 

επειδι όμωσ Μ 2Κ, όπου Κ είναι το πλικοσ των μθ μθδενικϊν 

ςτοιχείων του x, αυτά τα διανφςματα x που είναι λφςεισ δεν κα είναι 

αραιά. Ζτςι το x μπορεί κεωρθτικά να ανακαταςκευαςτεί ακριβϊσ από 

Μ μετριςεισ. Αυτιν ακριβϊσ τθν διαδικαςία εκτελοφν και οι αλγόρικμοι 

που κα δοφμε παρακάτω, επιχειροφν δθλαδι να προςεγγίςουν το x με 

τθ διαφορά ότι προςτίκεται και κόρυβοσ, οπότε ζχουμε τθν εξίςωςθ 

y=Φx+n. Η προςζγγιςθ που γίνεται φτάνει ςε πολφ καλό ςθμείο. Η 
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προςπάκεια επίλυςθσ τθσ εξίςωςθσ y=Φx, βρίςκοντασ όλα τα 

διανφςματα x που τθν ικανοποιοφν, αραιά και μθ, είναι χρονοβόρα και 

δεν είναι αποδοτικι οπότε ςτουσ αλγορίκμουσ που κα εξετάςουμε 

ακολουκοφνται διαφορετικζσ τεχνικζσ από αυτό το ςκεπτικό. 

 
Εικόνα 1: a) Αρχικι εικόνα που ζχει ανάλυςθ τθσ τάξθσ του megapixel 
με τιμζσ pixel από 0-255. b) ο μεταςχθματιςμόσ τθσ εικόνασ ςε 
ςυντελεςτζσ wavelets, λίγοι ςυντελεςτζσ wavelet ςυγκεντρϊνουν το 
μεγαλφτερο μζροσ τθσ ενζργειασ του ςιματοσ, πολλζσ από αυτζσ τισ 
εικόνεσ επιδζχονται μεγάλθ ςυμπίεςθ c) H ανακαταςκευι τθσ εικόνασ 
ζγινε μθδενίηοντασ όλουσ τουσ ςυντελεςτζσ wavelet εκτόσ από τουσ 
25000 μεγαλφτερουσ. Η διαφορά από τθν αρχικι εικόνα δφςκολα 
διακρίνεται. Η εικόνα αυτι ανακαταςκευάςτθκε τζλεια μόνο με 96000 
ανεξάρτθτεσ μετριςεισ. 
 
Η ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ (compressed sensing) μπορεί να βρει πολλζσ 
εφαρμογζσ ςτθν βιοϊατρικι. Για παράδειγμα οι τομογράφοι MRI 
περιορίηονταν ςε ςτατικζσ εικόνεσ, ενϊ ο αςκενισ υποχρεοφνταν να 
κρατιςει τθν αναπνοι του για κάποιο διάςτθμα. Αντιμετωπίηοντασ τθν 
εικόνα ωσ sparse ςιμα, δεν ιςχφουν πλζον αυτοί οι περιοριςμοί και 
μποροφμε να ζχουμε εικόνεσ για παράδειγμα από τθν καρδιά του 
αςκενοφσ που χτυπάει. Ραρακάτω φαίνονται εικόνεσ από ζνα 
αγγειογράφθμα  με μικρι δειγματολθψία. 
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Εικόνα 2: Ζνα αγγειογράφθμα. Από κάτω προσ τα πάνω το 
αγγειογράφθμα υποδειγματολθπτείται. Με τθν δειγματολθψία 
Shannon-Nyquist θ εικόνα αλλοιϊνεται κακϊσ ο παράγοντασ 
υποδειγματολθψίασ αυξάνεται. Με τθν compressed sensing 
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δειγματολθψία θ εικόνα παραμζνει διαυγισ ακόμα και μετά από 20 
φορζσ μικρότερθ δειγματολθψία. 
 

1.1.2 Άλλεσ εφαρμογϋσ τησ ςυμπιεςμϋνησ ανύχνευςησ 

 
Συμπίεςη δεδομζνων. Σε κάποιεσ περιπτϊςεισ θ αραιι βάςθ Ψ μπορεί 
να είναι άγνωςτθ ςτον κωδικοποιθτι ι δεν είναι πρακτικό να 
εφαρμοςτεί ςτθ ςυμπίεςθ δεδομζνων. Ωςτόςο θ τυχαία δειγματολθψία 
(δειγματολθψία που γίνεται ςε τυχαία και όχι ςτακερά χρονικά 
διαςτιματα) μπορεί να κεωρθκεί μία κακολικι ςτρατθγικι 
κωδικοποίθςθσ, κακϊσ δε χρειάηεται να ςχεδιαςτεί με βάςθ τθν αραιι 
βάςθ Ψ. Η γνϊςθ και θ ικανότθτα να εφαρμοςτεί το Ψ χρειάηονται μόνο 
ςτθν αποκωδικοποίθςθ και ςτθν ανάκτθςθ του αρχικοφ ςιματοσ. Αυτι 
θ κακολικότθτα μπορεί να είναι ιδιαίτερα χριςιμθ ςτθν κατανεμθμζνθ 
κωδικοποίθςθ πθγισ (Distributed Source Coding) με πολλαπλά ςιματα, 
όπωσ ςε δίκτυα αιςκθτιρων [8]. Η DSC αναφζρεται ςτθν ςυμπίεςθ 
πολλαπλϊν ςυςχετιςμζνων πθγϊν πλθροφορίασ, που δεν επικοινωνοφν 
μεταξφ τουσ, με αποτζλεςμα θ υπολογιςτικι πολυπλοκότθτα να 
μεταφζρεται από τον κωδικοποιθτι ςτον αποκωδικοποιθτι [9]. 
Κωδικοποίηςη καναλιοφ. Οι αρχζσ τθσ ςυμπιεςμζνθσ ανίχνευςθ, 
μποροφν να βρουν εφαρμογι ςτθ ςχεδίαςθ κωδίκων ταχείασ 
διόρκωςθσ ςφαλμάτων, επιπλζον των υπαρχόντων για τθν προςταςία 
λακϊν κατά τθν μετάδοςθ. 
Αντίςτροφα προβλήματα. Σε πολλζσ περιπτϊςεισ ο μοναδικόσ τρόποσ 
για να ανακτιςουμε το αρχικό ςιμα x είναι να χρθςιμοποιιςουμε ζνα 
ςφςτθμα μζτρθςθσ Φ. Ωςτόςο υποκζτοντασ ότι υπάρχει μία αραιι βάςθ 
Ψ για το ςιμα x που δεν ςχετίηεται με το Φ, τότε είναι δυνατι θ 
αποτελεςματικι δειγματολθψία. 
Απόκτηςη δεδομζνων (Data Acquisition). Σε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ θ 
ςυλλογι n διακριτϊν χρονικά δειγμάτων ενόσ αναλογικοφ ςιματοσ, 
μπορεί να είναι δφςκολο να επιτευχκεί. Θα ιταν λοιπόν χριςιμο να 
ςχεδιαςτοφν ςυςκευζσ δειγματολθψίασ, οι οποίεσ απευκείασ 
καταγράφουν διακριτά, μικροφ ρυκμοφ incoherent μετριςεισ του 
αναλογικοφ ςιματοσ. 
Άλλεσ εφαρμογζσ τθσ ςυμπιεςμζνθσ ανίχνευςθσ ζχουμε ςτθν αναλογική 
ςε ψηφιακή μετατροπή (D/A) ςτισ αςφρματεσ τθλεπικοινωνίεσ. 
Ραράδειγμα ςτθ CDMA κωδικοποίθςθ θ φωνι, που περιορίηεται μζχρι 
τθ ςυχνότθτα των 4096 Herz, απλϊνεται ςε ζνα φάςμα που 
περιλαμβάνει εκατοντάδεσ ι χιλιάδεσ Herz. Το ςιμα αυτό είναι αραιό 
γιατί περιλαμβάνει μόνο τθν πλθροφορία που ιταν μζςα ςτο διάςτθμα 
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0-4096 Herz. Επομζνωσ ζνασ compressed sensing δζκτθσ κα είναι πιο 
αποδοτικόσ και πιο γριγοροσ από ζναν άλλον που βαςίηεται ςτο 
κεϊρθμα Shannon-Nyquist. 
Τα αραιά ςυςτιματα βρίςκουν πολλζσ εφαρμογζσ ςτθν ψθφιακι 
επεξεργαςία ςιματοσ [4] και ςτισ τθλεπικοινωνίεσ [5]-[7]. Για 
παράδειγμα ςτθν υψθλισ ευκρίνειασ τθλεόραςθ, τα τμιματα τθσ θχοφσ  
που είναι ςθμαντικά ςχθματίηουν μια ομάδα, ενϊ ο χρόνοσ μεταξφ των 
αφίξεων αυτϊν των ομάδων μπορεί να είναι πολφ μεγάλοσ [5]. Στα 
αςφρματα κανάλια πολλαπλϊν διαδρομϊν υπάρχει ζνασ ςχετικά μικρόσ 
αρικμόσ τζτοιων ομάδων από ςθμαντικζσ διαδρομζσ [6]. Τζλοσ ςτα 
υποβρφχια ακουςτικά κανάλια παρουςιάηονται μεγάλεσ χρονικζσ 
κακυςτεριςεισ από τισ πολλαπλζσ διαδρομζσ εξαιτίασ των ανακλάςεων 
του ιχου ςτθν επιφάνεια τθσ κάλαςςασ και του εδάφουσ [7]. 
Ϊκθςθ ςτθν ανάπτυξθ αλγορίκμων για τθν αναγνϊριςθ αραιϊν 
ςυςτθμάτων ςτισ τθλεπικοινωνίεσ ζδωςε θ ανάγκθ για ακφρωςη τησ 
ηχοφσ ςτα δίκτυα τθλεφωνίασ πακζτων (VOIP). Η αυξθμζνθ 
δθμοτικότθτα τθσ τθλεφωνίασ με πακζτα οδιγθςε ςτθν ανάγκθ για 
ενοποίθςθ παλαιότερων αναλογικϊν ςυςτθμάτων με δίκτυα IP ι ATM 
[3], [10]. Ριο ςυγκεκριμζνα θ κρουςτικι απόκριςθ τθσ θχοφσ, που ζχει 
μία διάρκεια περίπου 64-128msec, εμφανίηει μια ενεργό περιοχι με 
διάρκεια 8-12 msec και επομζνωσ θ κρουςτικι απόκριςθ 
καταλαμβάνεται από περιοχζσ με μθδενικό ι πολφ μικρό πλάτοσ, 
πράγμα που τθν χαρακτθρίηει ωσ αραιι. Αυτζσ οι ανενεργζσ περιοχζσ 
δθμιουργοφνται από μεγάλεσ κακυςτεριςεισ εξαιτίασ τθσ διάδοςθσ ςτο 
δίκτυο, τθσ κωδικοποίθςθσ και άλλων αιτιϊν [10]. 
Μια άλλθ εφαρμογι των αλγορίκμων για τθν αναγνϊριςθ αραιϊν 
ςυςτθμάτων χρθςιμοποιείται για τθν ελαχιςτοποίηςη του ακουςτικοφ 
θορφβου με ενεργό τρόπο. Οι πακθτικζσ τεχνικζσ λειτουργοφν πολφ 
καλά για θχθτικζσ ςυχνότθτεσ άνω του 1 KHz. Για χαμθλότερεσ 
ςυχνότθτεσ μποροφν να εφαρμοςτοφν ενεργζσ τεχνικζσ οι οποίεσ 
βαςίηονται ςτθν καταςτροφικι κυματικι παρεμβολι, κατά τθν οποία 
δθμιουργείται ζνασ «αντικόρυβοσ» με το ίδιο πλάτοσ αλλά με τθν 
κατάλλθλθ φάςθ ϊςτε να ακυρϊνεται ο κόρυβοσ από τθν κφρια πθγι 
του [11]. Ραρόμοια, αλγόρικμοι για τθν αναγνϊριςθ αραιϊν 
ςυςτθμάτων χρθςιμοποιοφνται για τθν ακφρωςθ τθσ ακουςτικισ θχοφσ 
ςε  τθλεδιαςκζψεισ [12]. 
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Εικόνα 3: Σφςτθμα ελζγχου ενεργοφ κορφβου που χρθςιμοποιεί τον 

προςαρμοςτικό αλγόρικμο filtered x α) Φυςικι τοπολογία των 

θλεκτροακουςτικϊν ςτοιχείων β)ιςοδφναμο block διάγραμμα [12]. 
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2. Περιγραφό του προβλόματοσ που θα επιλυθεύ 

από τουσ αλγορύθμουσ 
 
Ζςτω ο ευκλείδειοσ χϊροσ  L με διάςταςθ      , δθλαδι το L είναι 
κετικόσ ακζραιοσ αρικμόσ. Το μζτρο κα ςυμβολίηεται με:    . Ο 
ςυμβολιςμόσ (*)Τ ςυμβολίηει τον ανάςτροφο του πίνακα ι του 
διανφςματοσ που βρίςκεται εντόσ τθσ παρζνκεςθσ. Το μζτρο l1 (l1 norm) 
ενόσ διανφςματοσ h=[h1,…,hL]

T    L ορίηεται ωσ θ ποςότθτα       

     
 
   . Η support  του διανφςματοσ h ορίηεται ωσ εξισ         

                 , δθλαδι το i παίρνει εκείνεσ τισ τιμζσ από 1 μζχρι L, 
όπου ιςχφει ότι      . H l0 norm είναι ο αρικμόσ ςτοιχείων του 
ςυνόλου         δθλαδι                 , ζτςι για παράδειγμα αν 

το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του h είναι S τότε ιςχφει ότι 
       . 

Γενικά το πρόβλθμα είναι να προςεγγιςτεί το αραιό διάνυςμα h* από 
μετριςεισ που υπακοφουν ςτθν ακόλουκθ γραμμικι εξίςωςθ: 
 

     
                                 (1) 

 
Ππου            ,            L  είναι τα διανφςματα ειςόδου και 

περιλαμβάνονται ςτισ μετριςεισ τζλοσ             είναι θ 

διαδικαςία κορφβου. Επιπλζον το διάνυςμα h* είναι S-sparse δθλαδι 
ζχει μόνο S μθ μθδενικοφσ όρουσ, και το S είναι κατά πολφ μικρότερο 
του L δθλαδι           

Για ζνα πεπεραςμζνο αρικμό μετριςεων Ν το προθγοφμενο μοντζλο 
μπορεί να γραφτεί πιο ςυμπυκνωμζνα ςτον ακόλουκο τφπο που 
περιλαμβάνει διανφςματα και πίνακεσ. 
 

                                                       (2) 
 

Ππου Χ    ΝΧL είναι ο πίνακασ ειςόδου, y=[y1,y2,…,yN]T και 
u=[u1,u2,…,uN]T 
Στισ δοκιμζσ που ακολουκοφν ο ςκοπόσ είναι να προςεγγιςτεί το 
άγνωςτο διάνυςμα h* , με βάςθ ζνα ςφνολο μετριςεων (training data), 
δθλαδι ζχοντασ ωσ δεδομζνα ςφνολα από y και Χ. 
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3. Αλγόριθμοσ Hero LMS (Least Mean Square) 

3.1 Ειςαγωγό 

 
Ο αλγόρικμοσ Hero LMS (Least Mean Square) δθμιουργικθκε από τουσ 
Widrow και Hoff [2] και είναι μια διαδεδομζνθ μζκοδοσ για 
προςαρμοςτικι ταυτοποίθςθ ςυςτθμάτων. Οι εφαρμογζσ του 
αλγορίκμου περιλαμβάνουν τθν ακφρωςθ τθσ θχοφσ, τθν ταυτοποίθςθ 
καναλιϊν, τθν ακφρωςθ τθσ παρεμβολισ κ.α. Στα περιςςότερα ςενάρια 
θ κρουςτικι απόκριςθ αγνϊςτων ςυςτθμάτων μπορεί να κεωρθκεί ότι 
είναι αραιι, δθλαδι περιζχει μόνο λίγουσ ςθμαντικοφσ ςυντελεςτζσ, 
ενϊ οι περιςςότεροι είναι αμελθτζοι. Χρθςιμοποιϊντασ εκ των 
προτζρων τθν πλθροφορία τθσ αραιότθτασ (sparsity) μπορεί να 
βελτιωκεί θ απόδοςθ φιλτραρίςματοσ. 
LASSO algorithm [3] (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). 
Αλγόρικμοσ τελεςτι  απόλυτθσ ςμίκρυνςθσ και επιλογισ. Με δεδομζνο 
ζνα ςφνολο από μετριςεισ x1, x2,…, xp και μία μζτρθςθ εξόδου y, ο 
LASSO προςαρμόηει ζνα γραμμικό μοντζλο: yhat=b0+b1x1+b2x2+…+bpxp. 
Το κριτιριο που χρθςιμοποιείται είναι: Ελαχιςτοποίθςθ του 
ακροίςματοσ (y-yhat)

2 με δεδομζνο ότι το άκροιςμα των απολφτων 
τιμϊν  bj είναι μικρότερο ι ίςο από μία ςτακερά s.  
Με βάςθ τον LASSO [4] και τθν πρόςφατθ πρόοδο ςτθ ςυμπιεςμζνθ 
ανίχνευςθ (compressed sensing) *5,6,7+ προτείνεται μια εναλλακτικι 
προςζγγιςθ ςτθν αναγνϊριςθ αραιϊν ςυςτθμάτων χρθςιμοποιϊντασ 
LMS φίλτρα. Η βαςικι ιδζα είναι να ειςαχκεί μία ποινι που ευνοεί τθν 
αραιότθτα ςτθν μεταβλθτι κόςτουσ. Ρρϊτα ενςωματϊνεται μία ποινι 
μζτρου l1 ςτουσ ςυντελεςτζσ μζςα ςτθν τετραγωνικι ςυνάρτθςθ 

κόςτουσ ςτον απλοφςτερο αλγόρικμο Hero LMS. Αυτό ζχει ωσ 

αποτζλεςμα μια τροποποιθμζνθ ανανζωςθ LMS, που πλθςιάηει ςτο 
μθδζν τουσ μθ ςθμαντικοφσ ςυντελεςτζσ και ονομάηεται ZA-LMS (Zero-
Attracting LMS). Ο ZA-LMS επιτυγχάνει καλφτερθ απόδοςθ μόνιμθσ 
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κατάςταςθσ από τον απλό LMS. Με τον όρο μόνιμθ κατάςταςθ 
εννοοφμε ότι, μετά από κάποιον αρικμό επαναλιψεων του αλγορίκμου 
ζχει επιτευχκεί θ μζγιςτθ ακρίβεια ςτθν προςζγγιςθ του αραιοφ 
διανφςματοσ και δεν υπάρχει περαιτζρω βελτίωςθ. Για επιπλζον 
βελτίωςθ τθσ απόδοςθσ φιλτραρίςματοσ χρθςιμοποιείται ο RZA-LMS 
(Reweighted Zero-Attracting), ο οποίοσ χρθςιμοποιεί 
επαναπροςδιοριςμζνα βιματα και επιλεκτικι προςζγγιςθ ςτο μθδζν 
για διαφορετικοφσ μθ ςθμαντικοφσ ςυντελεςτζσ και όχι ομοιόμορφθ.     
 

3.2 Hero LMS Algorithm (LMS) 

 
Ζςτω y(n) είναι ζνα δείγμα από το παρατθροφμενο ςιμα εξόδου. 
 

                                                       (3) 
 
Ππου w ι    (βλ εξίςωςθ (1),(2)) είναι το αραιό διάνυςμα με διαςτάςεισ 
Nx1, wT είναι ο ανάςτροφοσ πίνακασ του w που ςυνεπϊσ κα ζχει 
διαςτάςεισ 1xN το διάνυςμα x(n) είναι θ είςοδοσ του αλγορίκμου που 
ζχει διαςτάςεισ Nx1 ςτα πειράματα που ζγιναν αυτό το διάνυςμα 
περιλαμβάνει μόνο τα ςτοιχεία +1 και -1 (2-PAM). Το u(n) είναι ζνασ 
αρικμόσ (1x1) που αποτελεί το λευκό προςκετικό γκαουςιανό κόρυβο. 
Η μεταβλθτι n είναι ο αρικμόσ τθσ επανάλθψθσ.  Επομζνωσ το y(n) 
προκφπτει ότι είναι ζνασ αρικμόσ, γιατί ιςχφει ότι: 
 
                                               wT x(n) +u(n)= y(n)                                              (4) 

 
Το e(n) ορίηεται ωσ εξισ: 
 

                                                        (5) 
Η ςυνάρτθςθ κόςτουσ Lc(n) ορίηεται ωσ εξισ: 

 

      
 

 
                                                  (6) 

 
Τελικά ο αναδρομικόσ τφποσ για τθν ενθμζρωςθ τθσ προςζγγιςθσ του 
αραιοφ διανφςματοσ είναι: 

             
      

     
                               (7) 

Και τελικά: 
                                                     (8) 

 



15 
 

Ππου μ μία ςτακερά.  
Συμπεραςματικά για τον αλγόρικμο Hero LMS προκφπτει το παρακάτω 
block διάγραμμα: 
 
n είναι το πλικοσ των επαναλιψεων που κα εκτελεςτοφν 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Εικόνα 4: Block διάγραμμα για τον αλγόρικμο Hero LMS. 

Είςοδοσ ςτον αλγόρικμο του 

διανφςματοσ x(n) και του αρικμοφ 

y(n) 

                    

Υπολογιςμόσ του e(n): 

Θζςε το w(0) διάνυςμα ίςο με 

κάποιο αρχικό διάνυςμα π.χ. το 

μθδενικό διάνυςμα. 

      

Θζςε: 

                      

Υπολογιςμόσ του w(n+1): 
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3.3 Zero-Attracting Hero LMS Algorithm (ZA-LMS) 

 
Στον αλγόρικμο ZA-LMS χρθςιμοποιείται μία διαφορετικι μεταβλθτι 
κόςτουσ θ Lc1: 

       
 

 
                                              (9) 

 
Η ενθμζρωςθ του αναδρομικοφ τφπου ζχει ωσ εξισ: 
 

             
    

     
                                 (10) 

                                                 (11) 

 
Ππου ρ=μγ με ρ,μ,γ ςτακερζσ θ ςυνάρτθςθ sgn(x) ορίηεται ωσ εξισ: 

 

        
 

   
       

            

                                              (12) 

 
Σε ςφγκριςθ με τον απλό τφπο LMS ο ZA-LMS ζχει ζναν επιπλζον όρο 
τον: -ρsgn(w(n)), ο οποίοσ «προςελκφει» τισ μθ ςθμαντικζσ ςυνιςτϊςεσ 
του αραιοφ διανφςματοσ που προςεγγίηεται ςτο μθδζν και θ «δφναμθ» 
αυτοφ του επιπλζον όρου εξαρτάται από τθν τιμι του ρ. Ζτςι θ ςφγκλιςθ 
με αυτόν τον όρο είναι γρθγορότερθ. 
 

3.4 Reweighted Zero-Attracting Hero LMS Algorithm(RZA-LMS) 

 
Με τον επιπλζον όρο που προςτζκθκε ςτον ZA-LMS περιορίηεται θ 
απόδοςθ ςτο κζρδοσ MSE (Mean Square Error). Αυτό ςυμβαίνει επειδι 
θ παράμετροσ ελαχιςτοποίθςθσ που προςτζκθκε ςτον αλγόρικμο ZA-
LMS (-ρsgn(w(n))) δεν κάνει διάκριςθ ανάμεςα ςε ςθμαντικοφσ και ςε 
αςιμαντουσ (κοντά ςτο μθδζν) ςυντελεςτζσ του αραιοφ διανφςματοσ. 
Αποτζλεςμα είναι ότι, αφοφ όλοι οι ςυντελεςτζσ ομοιόμορφα 
«πλθςιάηουν» το μθδζν, θ απόδοςθ του αλγορίκμου εκφυλίηεται για 
λιγότερο αραιά ςυςτιματα. Με βάςθ τθν επαναςτάκμιςθ (reweighting) 
ςτθ ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ (compressed sensing) [6], ςτον RZA-LMS θ 
νζα ςυνάρτθςθ κόςτουσ είναι: 

 

       
 

 
                

    

  

 
                        (13) 
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Τελικά ο νζοσ αναδρομικόσ τφποσ για τθν προςζγγιςθ του αραιοφ 
διανφςματοσ γίνεται: 
 

             
         

         
                         (14) 

 
Ππου ρ=μγϋ/εϋ και ε=1/εϋ:ςτακερζσ. 
 
Ο αλγόρικμοσ RZA-LMS επιλεκτικά ςυρρικνϊνει ςυντελεςτζσ του 
αραιοφ διανφςματοσ με μικρότερο πλάτοσ, μικρότερθ απόλυτθ τιμι. Ο 
RZA-LMS επθρεάηει μόνο εκείνουσ τουσ ςυντελεςτζσ των οποίων τα 
πλάτθ είναι ςυγκρίςιμα με το 1/ε. Επίςθσ υπάρχει μία μικρι μείωςθ ςε 
εκείνουσ τουσ ςυντελεςτζσ όπου ιςχφει               
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4. Αλγόριθμοσ SPADOMP (Sparse Adaptive 

Orthogonal Matching Pursuit) 
 

Οι κφριεσ αλγορικμικζσ προςεγγίςεισ ςτθ ςυμπιεςμζνθ ανίχνευςθ 
(compressed sensing) είναι θ ελαχιςτοποίθςθ l1 (βαςικι επιδίωξθ, basis 
pursuit) και οι άπλθςτοι αλγόρικμοι (ταιριαςμζνθ επιδίωξθ, matching 
pursuit). Στθν πρϊτθ περίπτωςθ αυτζσ οι μζκοδοι λφνουν ζνα κυρτό  
(convex) πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ, που αντικακιςτά το l0 μζτρο  με το 
l1. Το κυρτό (convex) πρόβλθμα ελαχιςτοποίθςθσ μπορεί να επιλυκεί 
χρθςιμοποιϊντασ γραμμικζσ τεχνικζσ προγραμματιςμοφ και θ εκτζλεςθ 
γίνεται ςε πολυωνυμικό χρόνο *2+. Οι άπλθςτοι αλγόρικμοι από τθν 
άλλθ επαναλθπτικά υπολογίηουν το ςφνολο υποςτιριξθσ του ςιματοσ 
και ςχθματίηουν μια προςζγγιςθ αυτοφ, μζχρι μια ςυνκικθ να 
ςταματιςει τθν προςζγγιςθ *3+,[4],[5]-[8]. Η κάκε μία από αυτζσ τισ 
τεχνικζσ ζχει τα πλεονεκτιματα και τα μειονεκτιματά τθσ. Η l1 
ελαχιςτοποίθςθ παρζχει κεωρθτικά εγγφθςθ επίδοςθσ, αλλά μειονεκτεί 
ςε ταχφτθτα με τουσ άπλθςτουσ αλγορίκμουσ. Ρρόςφατα ανεπτυγμζνοι 
άπλθςτοι αλγόρικμοι, όπωσ αυτοί  που αναπτφχκθκαν ςτισ αναφορζσ 
*3+, *4+ και *7+, εξαςφαλίηουν τισ ίδιεσ εγγυιςεισ με τουσ l1 αλλά με 
μικρότερο υπολογιςτικό κόςτοσ και μικρότερθ απαίτθςθ ςε 
αποκικευςθ. Ο αλγόρικμοσ SPADOMP ζχει γραμμικι πολυπλοκότθτα 
βαςίηεται ςε υπάρχοντεσ άπλθςτουσ αλγορίκμουσ *3+, *4+ και παρζχει 
ευνοϊκότερθ απόδοςθ επίδοςθσ.  
Ππωσ και ςτον αλγόρικμο LMS ζχουμε ότι: 
 

                                                   (15) 
 
Ππου φ(n) ι   (βλ εξίςωςθ (2))  είναι τα δεδομζνα ειςόδου ςτον 
αλγόρικμο, μαηί με τα αποτελζςματα που κα προκφψουν από αυτά κα 
υπολογιςτεί μια προςζγγιςθ για το αραιό διάνυςμα c ι    (βλ εξίςωςθ 
(1),(2)). Ζτςι το Φ(n) είναι ζνασ πίνακασ με διαςτάςεισ Nxn αποτελείται 
από τα ςτοιχεία +1 και -1. n είναι ο αρικμόσ τθσ επανάλθψθσ και Ν είναι 
θ διάςταςθ του αραιοφ (sparse) διανφςματοσ c. n(n) ι u(n) ι u(βλ 
εξίςωςθ (1),(2)), είναι ο λευκόσ γκαουςιανόσ προςκετικόσ κόρυβοσ. Το 
αραιό διάνυςμα c ζχει διαςτάςεισ Νx1. Με n ςυμβολίηεται ο αρικμόσ 
τθσ επανάλθψθσ και s είναι το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του 
αραιοφ διανφςματοσ. Ο ςυμβολιςμόσ ( )Τ ςθμαίνει ότι παίρνουμε τον 
ανάςτροφο του πίνακα που βρίςκεται εντόσ τθσ παρζνκεςθσ.  
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Τελικά ο αλγόρικμοσ SPADOMP περιγράφεται παρακάτω: 
 
Αρχή επανάληψησ για n από 1 μζχρι τον επιθυμητό αριθμό 
επαναλήψεων 
 
Βήμα 1: υπολογίηεται το proxy ςιμα: 
 

                                            (16) 
 

Βήμα 2: Υπολογίηεται το ςφνολο Ω, δθλαδι οι κζςεισ που βρίςκονται τα 
2s μεγαλφτερα, κατ’ απόλυτθ τιμι, ςτοιχεία του διανφςματοσ  p(n) 
 

                                                 (17) 
 

Στον αλγόρικμο που υλοποιικθκε το ςφνολο Ω είναι ζνα διάνυςμα 
ιδίου μικουσ με το sparse διάνυςμα, που προςεγγίηεται, ζςτω Β δθλαδι 
είναι Νx1 και αποτελείται από τα ςτοιχεία 0 και 1. Ο αρικμόσ 1 
τοποκετείται ςτισ κζςεισ του διανφςματοσ που υπάρχουν τα 2s 
μεγαλφτερα ςτοιχεία (ςε απόλυτθ τιμι) του διανφςματοσ p. Επομζνωσ 
το διάνυςμα που αντιςτοιχεί ςτο ςφνολο Ω κα ζχει 2s ςτοιχεία ίςα με 
ζνα και Ν-2s ςτοιχεία ίςα με μθδζν. 

 
Βήμα 3: Δθμιουργείται το ςφνολο Λ από τθν ζνωςθ του Ω με εκείνο το 
ςφνολο που περιλαμβάνει τισ κζςεισ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του 
διανφςματοσ c(n-1) 
 

                                              (18) 
 

Το ςφνολο Λ είναι πάλι ζνα διάνυςμα διάςταςθσ Ν και περιλαμβάνει 
πάλι μόνο τα ςτοιχεία μθδζν και ζνα. Ρρϊτα υπολογίηεται το ςφνολο 
supp(c(n-1)), το οποίο είναι ζνα διάνυςμα, ζςτω Α,  διάςταςθσ Ν το 
οποίο ςτισ ίδιεσ κζςεισ με τα μθ μθδενικά ςτοιχεία του c(n-1) ζχει τθν 
τιμι 1 και τθν τιμι μθδζν για τα μθδενικά ςτοιχεία του c(n-1). Από τθν 
ζνωςθ των δφο ςυνόλων δθλαδι του Α με το Β (βιμα 2), προκφπτει ζνα 
νζο διάνυςμα ,Γ, με διάςταςθ Ν με ςτοιχεία 0 και 1. Γίνεται δθλαδι ο 
εξισ ζλεγχοσ: για i από 1 μζχρι Ν αν Α(i)==1 ι Β(i)==1 τότε Γ(i)=1 αλλιϊσ 
Γ(i)=0. 
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Βήμα 4: Υπολογίηεται θ πρόβλεψθ του λάκουσ ε(n). Ο ςυμβολιςμόσ |Λ 
δείχνει ότι ςτο αντίςτοιχο διάνυςμα χρθςιμοποιοφνται μόνο εκείνα τα 
ςτοιχεία που βρίςκονται ςτισ κζςεισ που υπαγορεφει το ςφνολο Λ. 

 

             
                                       (19) 

 
Βήμα 5: Υπολογίηεται το διάνυςμα w(n) από τθν επανάλθψθ LMS  
 

                    
                                (20) 

 
Ο ςυμβολιςμόσ * ςυμβολίηει τον μιγαδικό ςυηυγι. 
  
Βήμα 6: Δθμιουργείται το ςφνολο Λs. Το ςφνολο αυτό περιλαμβάνει τα s 
μεγαλφτερα κατ’ απόλυτθ τιμι ςτοιχεία του διανφςματοσ w|Λ  
 

                                                      (21) 

 
Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ το ςφνολο  ΛS είναι ζνα διάνυςμα διάςταςθσ 
Ν, ζςτω Δ. Στισ κζςεισ του        που υπάρχουν τα s μεγαλφτερα κατ’ 

απόλυτθ τιμι ςτοιχεία ςτισ ίδιεσ κζςεισ ςτο Δ διάνυςμα τίκεται θ τιμι 1, 
αλλιϊσ θ τιμι 0, για τα υπόλοιπα Ν-s ςτοιχεία. 
 
Βήμα 7: Ενθμερϊνεται το διάνυςμα c ωσ εξισ ςτισ κζςεισ που 
υπαγορεφει το ςφνολο Λs ζχουμε c|Λs(n)= w|Λs(n) και ςτισ υπόλοιπεσ 
κζςεισ, δθλαδι ςτο ςυμπλθρωματικό του   , τίκεται θ τιμι 0 δθλαδι 
c|Λs

c(n)=0 
 
Βήμα 8: Ενθμερϊνεται το υπολειμματικό ςφάλμα: 
 

                                                   (22) 
 
Τζλοσ επανάληψησ 
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5. Αλγόριθμοσ SPAL (Sparse System Identification 

and Signal Reconstruction Using Projections Onto 

Weighted l1 Balls) 
 

5.1 Ειςαγωγό  

 
Ραρακάτω δίνονται κάποιεσ βαςικζσ ζννοιεσ που χρθςιμοποιοφνται 
ςτον ςυγκεκριμζνο αλγόρικμο. 
Με δεδομζνο ζνα διάνυςμα wn    L με κετικά ςτοιχεία, δθλαδι 
                  , θ ςταθμιςμζνη l1 ball (weighted l1 ball) με ακτίνα    

δ > 0 ορίηεται *1+ από τθν παρακάτω ςχζςθ: 
 

   
                        

 
                        (23) 

 
Το h      και ιςχφει ο περιοριςμόσ τθσ παραπάνω ςχζςθσ, δθλαδι 
υπάρχουν πολλά δυνατά h με αυτιν τθν ιδιότθτα. Για περιςςότερθ 
ευελιξία, αφινουμε το διάνυςμα βάρουσ w να εξαρτάται από τθν 
χρονικι ςτιγμι n, αφοφ χρθςιμοποιικθκε ο ςυμβολιςμόσ wn. Η χρονικι 
ςτιγμι n είναι ςτθν ουςία ο αρικμόσ τθσ επανάλθψθσ που εκτελείται, 
αφοφ για να προςεγγίςουμε ικανοποιθτικά ζνα αραιό διάνυςμα 
χρειάηεται να εκτελεςτεί ζνα πλικοσ επαναλιψεων του αλγορίκμου. Η 
μθ ςτακμιςμζνθ l1 ball δεν είναι τίποτα άλλο παρά το    

     , όπου 1 

   L και είναι ζνα διάνυςμα που ζχει τθν τιμι 1 ςε κάκε ςυνιςτϊςα 
του. Πλα τα ςθμεία που βρίςκονται ςτθ ςτακμιςμζνθ l1 norm 
ςχθματίηουν ζνα κλειςτό κυρτό ςφνολο (closed convex set). 
Closed set (κλειςτό ςφνολο) [2]: Ζνα τοπολογικό ςφνολο είναι κλειςτό 
όταν ςυμπίπτει με τα ςφνορά του, δθλαδι όταν περιλαμβάνει τα 
ςυνοριακά του ςθμεία. Ραράδειγμα ςτον 2d χϊρο: 

 
Εικόνα 5: Τα ςθμεία x και y που 
ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ x2 + y2 = r2  

ζχουν μπλε χρϊμα. Τα ςθμεία που 
ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ x2 + y2 < r2 

ζχουν πορτοκαλί χρϊμα. Το ςφνολο 
των πορτοκαλί ςθμείων είναι ζνα 
ανοιχτό ςφνολο, ενϊ τα μπλε ςθμεία 
είναι ζνα κλειςτό ςφνολο. Η ζνωςθ 
των πορτοκαλί και των μπλε 
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ςθμείων είναι ζνα κλειςτό ςφνολο (closed set).  
 
Convex set (κυρτό ςφνολο) [3]: Είναι ζνα ςφνολο π.χ. Α ςτο οποίο για 
κάκε ηεφγοσ ςθμείων(x1 x2) που ανικουν ςτο Α ιςχφει ότι το ςφνολο των 
ςθμείων τθσ ευκείασ που ενϊνει τα ςθμεία (x1 x2) ανικουν και αυτά ςτο 
Α. 

 
 
 
 
Εικόνα 6: Ραράδειγμα κυρτοφ 
ςυνόλου, όλα τα ςθμεία τθσ 
ευκείασ ανικουν ςτο ςφνολο. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Εικόνα 7: Ραράδειγμα μθ κυρτοφ 
ςυνόλου, κάποια ςθμεία τθσ 
ευκείασ δεν ανικουν ςτο ςφνολο. 
 
 
 
 
 

Ο αλγόρικμοσ SPAL βαςίηεται ςτισ προβολζσ και ειςάγει μία 
διαφορετικι λογικι ςε ςφγκριςθ με τουσ προθγοφμενουσ αλγορίκμουσ. 
Αντί για ζνα μοναδικό καλφτερο αποτζλεςμα, διερευνάται ζνα ςφνολο 
από ςθμεία που ςυμφωνοφν με τισ διακζςιμεσ πλθροφορίεσ και τουσ 
περιοριςμοφσ (ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ ο περιοριςμόσ είναι θ l1 
ball). Κάκε φορά λοιπόν που ζχουμε ζνα καινοφργιο ςφνολο μετριςεων, 
δθμιουργείται ζνα κλειςτό κυρτό (convex) ςφνολο, που προςδιορίηει 
τθν περιοχι ςτο χϊρο τθσ λφςθσ και είναι ςε ςυμφωνία με τθ 
ςυγκεκριμζνθ μζτρθςθ. Για τισ ςυγκεκριμζνεσ εφαρμογζσ το ςχιμα 
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αυτϊν των κυρτϊν (convex) set επιλζγεται να είναι hyperslab. Το 
πρόβλθμα που προκφπτει είναι μία κυρτι (convex) διαδικαςία με 
άπειρο αρικμό από convex set. Το κεμελιϊδεσ εργαλείο των προβολϊν 
ςε κλειςτά convex sets δίνει λφςθ ςε αυτό το εμπόδιο, ακολουκϊντασ 
τθν πρόοδο ςτουσ προςαρμοςτικοφσ αλγόρικμουσ προβολισ (adaptive 
projection algorithms) [4]-[6]. 
 

5.2 Θεωρητικό προςϋγγιςη του αλγορύθμου  

 
Σε αυτόν τον αλγόρικμο όπωσ ζχει αναφερκεί χρθςιμοποιείται μια 
διαφορετικι προςζγγιςθ από τουσ LMS και SPADOMP. Αντί να 
επιχειρείται θ ελαχιςτοποίθςθ μιασ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ αναδρομικά, 
που ζχει προςδιοριςτεί από ολόκλθρο το set παρατθριςεων, ο ςτόχοσ 
είναι να βρεκεί ζνα ςφνολο από λφςεισ που είναι ςε ςυμφωνία με τισ 
διακζςιμεσ πλθροφορίεσ και με τουσ διακζςιμουσ περιοριςμοφσ. Τα 
ςφμβολα που χρθςιμοποιοφνται προζρχονται από τισ εξιςϊςεισ (1) και 
(2) ςτο κεφάλαιο τθσ περιγραφισ του προβλιματοσ κακϊσ και θ 
επεξιγθςι τουσ. Κάκε «χρονικι» ςτιγμι n πρζπει θ εκτίμθςθ hn να 
ταιριάηει με ζνα κατάλλθλα κακοριςμζνο  κλειςτό κυρτό ςφνολο (closed 
convex set), που είναι υποςφνολο του χϊρου των λφςεων, και είναι 
γνωςτό ωσ property set. Κάκε ςθμείο που ανικει ςε αυτό το set λζμε 
ότι βρίςκεται ςε ςυμφωνία με το αντίςτοιχο ηεφγοσ (xn,yn). To «ςχιμα» 
του property set υπαγορεφεται από μία τοπικι ςυνάρτθςθ απωλειϊν, 
που υποκζτουμε ότι είναι κυρτι. Στον ςυγκεκριμζνο αλγόρικμο 
υιοκετικθκε το ακόλουκο κριτιριο για το property set: 
 

                                                  (24) 
 

Το ε   είναι μια ςτακερά που κακορίηεται από τον χριςτθ. Η 
προθγοφμενθ εξίςωςθ προςδιορίηει αυτό που ονομάηεται hyperslab, 
που ςτθν πραγματικότθτα είναι ζνα κλειςτό κυρτό ςφνολο (closed 
convex set). Κάκε ςθμείο που βρίςκεται εντόσ του hyperslab, και 
δθμιουργείται τθν ςτιγμι n, είναι ςε ςυμφωνία με τθ μζτρθςθ τθσ 
χρονικισ ςτιγμισ n. Η παράμετροσ ε κακορίηει το πλάτοσ του hyperslab. 
Ζχοντασ ςυςχετίςει κάκε ηευγάρι μζτρθςθσ με ζνα hyperslab, ο ςτόχοσ 
μασ τϊρα γίνεται να βρεκεί ζνα ςθμείο που ανικει ςτο  L και βρίςκεται 
ςτον κοινό χϊρο αυτϊν των hyperslab. Για να εκμεταλλευτοφμε τθν 
ιδιότθτα του αραιοφ διανφςματοσ, υιοκετοφμε τθν ιδζα του 
ςτακμιςμζνου l1  norm (weighted l1 norm).  
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Ζχοντασ προςδιορίςει τθ ςτακμιςμζνθ l1 ball, που είναι ο περιοριςμόσ 
που ςχετίηεται με τθν ιδιότθτα του αραιοφ (sparsity), ςτόχοσ τϊρα 
γίνεται να βρεκεί ζνα ςθμείο h ςτον χϊρο  L , ςτον κοινό χϊρο των 
hyperslabs και ςτθν ςτακμιςμζνθ l1 μπάλα (ball), για κάποια z0      . 
Δθλαδι πρζπει να ιςχφει θ παρακάτω ιδιότθτα: 
 

                        
                              (25) 

 
Η φπαρξθ του z0 επιτρζπει ςε ζνα πεπεραςμζνο πλικοσ από property 
sets να μθν μοιράηονται κοινό χϊρο με τα υπόλοιπα sets. Το z0 
αναφζρεται παρακάτω ςτο κεφάλαιο «Ιδιότθτεσ ςφγκλιςθσ του 
αλγορίκμου». 
 

5.3 Γενικό πλαύςιο του ςυγκεκριμϋνου αλγορύθμου 

 
Η λφςθ ςτο πρόβλθμα για τθν εφρεςθ ενόσ ςθμείου που  βρίςκεται ςτον 
κοινό χϊρο ενόσ πλικουσ από closed convex sets χρθςιμοποιεί τθν 
κεωρία των προβολϊν ςε κυρτά ςφνολα (POCS [7]-[10] , Projections 
Onto Convex Sets). Ωςτόςο ςε αντίκεςθ με τθ κεωρία POCS, όπου 
ζχουμε ζνα πεπεραςμζνο αρικμό από sets, θ μεκοδολογία του 
αλγορίκμου ζχει να κάνει με άπειρο πλικοσ από sets και προτάκθκε 
πρϊτα ςτο *4+ και επεκτάκθκε ςτο *5+. Η βαςικι ιδζα είναι πολφ κομψι: 
Συνζχιςε να προβάλεισ, ςφμφωνα με ζναν κανόνα μζςα ςτα convex sets, 
μετά αυτι θ ακολουκία των προβολϊν κα οδθγιςει ςε ζνα ςθμείο που 
βρίςκεται ςτον κοινό χϊρο αυτϊν των sets. Επομζνωσ για το πρόβλθμά 
μασ, χρειάηεται να χρθςιμοποιθκοφν μετρικοί τελεςτζσ προβολισ 
(metric projection mapping operators), για τα hyperslabs και για τισ 
ςτακμιςμζνεσ l1 μπάλεσ (weighted l1 balls). Οι τελεςτζσ προβολισ για 
hyperslabs είναι ιδθ γνωςτοί και χρθςιμοποιοφνται ευρζωσ [11], [12]. Η 
μετρικι προβολι ςχεδίαςθσ (metric projection mapping) ςε 
ςτακμιςμζνθ l1 norm παρουςιάςτθκε πρϊτθ φορά ςε αυτόν τον 
αλγόρικμο χωρίσ να χρθςιμοποιοφνται οι κλαςικοί Lagrange multipliers. 
Κάκε χρονικι ςτιγμι n, ζνα νζο ηεφγοσ από δεδομζνα εκμάκθςθσ 
(training data), γίνονται διακζςιμα και δθμιουργείται το αντίςτοιχο 
hyperslab ςφμφωνα με τθν εξίςωςθ (24),  ϊςτε να ενθμερωκεί θ 
τρζχουςα εκτίμθςθ του hn. Για να επιταχφνουμε τθν ςφγκλιςθ, ο 
μθχανιςμόσ ενθμζρωςθσ μπορεί να περιλαμβάνει επιπλζον 
προθγοφμενα hyperslabs που ςχθματίςτθκαν τισ χρονικζσ ςτιγμζσ: 
                        για κάποιο q      . Κατόπιν για να υπολογιςτεί το hn+1, 
χρθςιμοποιείται ζνα πλάνο επανάλθψθσ που αποτελείται από τρία 



26 
 

βαςικά βιματα α) θ τρζχουςα εκτίμθςθ του hn προβάλλεται ςε κάκε 
ζνα από τα q hyperslabs,  b) αυτζσ οι προβολζσ ςυνδυάηονται ςε ζνα 
ςτακμιςμζνο άκροιςμα, c) το αποτζλεςμα από το προθγοφμενο βιμα 
προβάλλεται ςτθν ςτακμιςμζνθ l1 ball. 
Ριο λεπτομερϊσ ο αλγόρικμοσ περιγράφεται παρακάτω 
Ζςτω q      , ζτςι κακορίηεται το μικοσ του πλαιςίου, παρακφρου, 
ςτον άξονα του χρόνου που ζχει μζγεκοσ q. Για να υποδείξουμε τα 
hyperslabs που πρζπει να επεξεργαςτοφν ςε κάκε χρονικι ςτιγμι 
ζχουμε ότι: 

                                                                           (26) 
Ζτςι τα ςυγκεκριμζνα hyperslabs είναι τα: 
 

                                                          (27) 

 
Με δεδομζνο τθν τρζχουςα εκτίμθςθ του hn    L  του υπό μελζτθ 
αραιοφ ςυςτιματοσ, αναγνωρίηουμε τα ενεργά hyperslabs από το 
προθγοφμενο ςφνολο (             που παρζχουν επιπλζον 

«πλθροφορία» . Αυτά τα ενεργά hyperslabs είναι εκείνα για τα οποία 
ιςχφει ότι          . 

 
                     }                                 (28) 

 

Γνωρίηοντασ το    , κακορίηουμε τα βάρθ    
               ζτςι ϊςτε 

   
   

      . Κάκε   
   

 ποςοτικοποιεί τθν ςυμμετοχι του jth 

hyperslab ςε ζναν ςτακμιςμζνο ςυνδυαςμό από όλα τα hyperslabs που 
προςδιορίηονται από το   . 
Ξεκινϊντασ από ζνα αυκαίρετο αρχικό ςθμείο h0    L ζχουμε τον 
ακόλουκο αναδρομικό τφπο για τθν εκτίμθςθ του            ,         

 

                         
   

                            (29) 

 
Ππου        και            δθλϊνουν τισ μετρικζσ προβολζσ ςχεδίαςθσ 

(metric projection mappings) πάνω ςτο hyperslab, που κακορίςτθκε από 
το jth ηεφγοσ δεδομζνων, και τθ ςτακμιςμζνθ l1 μπάλα, αντίςτοιχα. Για 
να είναι εγγυθμζνθ θ ςφγκλιςθ θ παράμετροσ μn πρζπει να παίρνει 
τιμζσ ςτο διάςτθμα (0,2Μn), θ  Μn υπολογίηεται από τθ ςχζςθ: 
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Mn  

   
   

          
     

 

    

    
   

              
      

        
   

              
        

        

       (30) 

 
Είναι ενδιαφζρον να τονιςτεί ότι ο αλγόρικμοσ αποτυπϊκθκε 
ςυμπυκνωμζνα ςε μια απλι εξίςωςθ. Επίςθσ οι προβολζσ πάνω ςτα 
hyperslabs        

      μποροφν να πραγματοποιθκοφν ταυτόχρονα και 

αυτι θ ιδιότθτα είναι χριςιμθ ςε ςυνκικεσ παράλλθλθσ επεξεργαςίασ. 
Επιπλζον το q μπορεί να διαφζρει από επανάλθψθ ςε επανάλθψθ. Οι 
πραγματοποίθςθ των προβολϊν που υπαγορεφουν οι δφο 
προθγοφμενεσ εξιςϊςεισ υπολογιςτικά είναι απλζσ ςτθν εκτζλεςι τουσ. 
 

 

Εικόνα 8: Η l1 μπάλα 
απεικονίηεται με τισ 
διακεκομμζνεσ γραμμζσ. 
Τθν χρονικι ςτιγμι n 
ζχουμε διακζςιμθ τθν 
εκτίμθςθ hn. Για q=2  τα 
hyperslabs που 
ςυμμετζχουν ςτθν 
ενθμζρωςθ είναι τα n και 
n-1. Το hn+1 προκφπτει 
προβάλλοντασ πρϊτα το 
hn πάνω ςτα 2 hyperslabs, 
μετά ςυνδυάηονται οι 
προβολζσ και τζλοσ 
γίνεται προβολι πάνω ςτθ 
ςτακμιςμζνθ l1 norm, που 

ζχει προςδιοριςτεί τθ χρονικι ςτιγμι n και απεικονίηεται με ςυνεχι 
γραμμι.  
 
 

5.4 Προβϊλλοντασ πϊνω ςε ϋνα hyperslab 

 
Ο μετρικόσ ςυντελεςτισ προβολισ        πάνω ςτο hyperslab παίρνει 

τθν ακόλουκθ αναλυτικι μορφι: 
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(31) 

 
 

5.5 Προβϊλλοντασ πϊνω ςτην ςταθμιςμϋνη l1 μπϊλα (weighted 

l1 ball) 

 
Το ακόλουκο κεϊρθμα υπολογίηει, ςε ζναν πεπεραςμζνο αρικμό 
βθμάτων, τθν ακριβι προβολι ενόσ ςθμείου ςε μία ςτακμιςμζνθ l1 
μπάλα (weighted l1 ball). Το αποτζλεςμα χρθςιμοποιείται και για τθν 
προβολι ςε μία μθ ςτακμιςμζνθ l1 μπάλα (unweighted l1 ball) [13], [14]. 
Η ςχεδίαςθ τθσ προβολισ εκμεταλλεφεται εκείνο το τμιμα τθσ 
ςτακμιςμζνθσ l1 μπάλασ που βρίςκεται ςτο μθ αρνθτικό hyperorthant 
του χϊρου. Αυτό ςυμβαίνει επειδι θ προβολι ενόσ ςθμείου  ςτθν 
ςτακμιςμζνθ l1 μπάλα (weighted l1 ball) βρίςκεται πάντα ςτο ίδιο 
hyperorthant με το ςθμείο αυτό. Ζτςι το πρόβλθμα πρζπει να 
οριοκετθκεί ςτο μθ αρνθτικό hyperorthant, να γίνει θ επεξεργαςία ςε 
εκείνον το χϊρο και κατόπιν πρζπει να επιςτρζψουμε ςτο αρχικό 
hyperorthant του χϊρου, όπου ανικει το ςθμείο. Το μζροσ τθσ weighted 
l1 norm, που βρίςκεται ςτο μθ αρνθτικό hyperorthant, μπορεί να γίνει 
αντιλθπτό ωσ ο κοινόσ χϊροσ ενόσ κλειςτοφ θμιχϊρου και του μθ 
αρνθτικοφ hyperorthant.  
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Εικόνα 9: Ο   

  είναι ο κλειςτόσ θμιχϊροσ που ορίηεται ωσ εξισ:                          

  
                       

   , το hyperplane    ορίηεται ωσ 

                         
    τζλοσ ζχουμε ότι    

             
 , όπου    

  είναι το μθ αρνθτικό hyperorthant του 

   ,επομζνωσ το    είναι ο κοινόσ χϊροσ τθσ ςτακμιςμζνθσ l1 μπάλασ 

και του μθ αρνθτικοφ hyperorthant     
 . Αυτι θ εικόνα δείχνει τθ 

γεωμετρία τθσ ςτακμιςμζνθσ l1 ball           και πιο ειδικά τον κοινό 

χϊρο με το μθ αρνθτικό hyperorthant του       Δφο ςθμεία x1 και x2 που 

ανικουν ςτο      χρθςιμοποιοφνται για να δείξουν τα ςενάρια που 
αναφζρονται παρακάτω. Ραρατθροφμε ότι    

       , δθλαδι θ 

προβολι του    ςτον θμιχϊρο   
  ζχει όλεσ τισ ςυνιςτϊςεσ κετικζσ, 

αποδεικνφεται ότι            
     .         είναι θ προβολι του 

  ςτον θμιχϊρο    . Το ςθμείο x2 δείχνει τθν περίπτωςθ, ςτθν οποία 
κάποιεσ από τισ ςυνιςτϊςεσ του    

      παίρνουν μθ κετικζσ τιμζσ. 

Αυτζσ οι ςυνιςτϊςεσ αγνοοφνται και θ προβολι πραγματοποιείται ςε 
ζναν χϊρο με λιγότερεσ διαςτάςεισ. 
 
Φαίνεται ότι εάν θ προβολι ενόσ ςθμείου ςτον ςυγκεκριμζνο θμιχϊρο 
ζχει όλεσ τισ ςυνιςτϊςεσ κετικζσ, τότε θ προβολι ςτον θμιχϊρο και θ 
προβολι του ςθμείου ςτθν weighted l1 ball ςυμπίπτουν. Εάν ωςτόςο 
κάποιεσ από τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ προβολισ ςτον θμιχϊρο είναι μθ 
κετικζσ, τότε αυτζσ αγνοοφνται και θ προβολι εκπίπτει ςτο νζο 
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μικρότερθσ διάςταςθσ χϊρο. Αποδεικνφεται ότι αυτι θ προβολι 
ςυμπίπτει με τθν προβολι του ςθμείου ςτθν weighted l1 ball. Η 
προθγοφμενθ διαδικαςία ςυνοψίηεται επίςθμα παρακάτω. 
 
Θεώρημα 1: Με δεδομζνο ζνα         \          , θ ακόλουκθ 
αναδρομικι διαδικαςία υπολογίηει, ςε ζνα πεπεραςμζνο αρικμό 
βθμάτων το πολφ L, τθν προβολι του h πάνω ςτθ μπάλα          . 

1) Σχθματιςμόσ του διανφςματοσ  
    

    
    

    

    
      . 

2) Ταξινόμθςθ του προθγοφμενου διανφςματοσ ςε τζτοια ςειρά 
ϊςτε: 

 
       

       
    

       

       
   

Δθλαδι 
 

       

       
    

       

       
 

 
Ο ςυμβολιςμόσ τ-1 δθλϊνει ότι τα ταξινομθμζνα ςτοιχεία 
επανζρχονται ςτισ αρχικζσ τουσ κζςεισ. 

3) r1= L 
4) l=1, Πςο l L επανζλαβε 

a) λ*=l 

b) Βρεσ το μζγιςτο j* ανάμεςα ςε εκείνα τα j              ζτςι ϊςτε 

 
       

       
  >  

                  
  
    

        
   

   

  

c) Εάν  j*=rl τότε ςταμάτα τθν επανάλθψθ. 
d) Αλλιϊσ κζςε rl+1= j* 
e) Αφξθςε το l κατά 1 και πιγαινε πίςω ςτο βιμα 4 a) 

5) Δθμιοφργθςε το διάνυςμα           του οποίου θ jth ςυνιςτϊςα 

δίνεται από                 
                  

   
    

        
 

   
   

         

6) Χρθςιμοποίθςε τθν αντιςτροφι τ-1 (βιμα 2) , για να τοποκετθκεί 
θ ςυνιςτϊςεσ j του διανφςματοσ    ςτισ κατάλλθλεσ κζςθ του 

διανφςματοσ p, δθλαδι              ,           
        ενϊ οι 

υπόλοιπεσ κζςεισ L-rλ* του διανφςματοσ p γίνονται ίςεσ με μθδζν. 
7) Η επικυμθτι προβολι είναι: 
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Το ςφμβολο sgn(*) ςυμβολίηει το ίχνοσ ενόσ πραγματικοφ 
αρικμοφ. 

 

5.6 Σταθμύζοντασ την l1 μπϊλα (weighting the l1 ball) 

 
Με βάςθ τθ ςτρατθγικι που υιοκετικθκε ςτο *15+, θ ςυνιςτϊςα ith του 
διανφςματοσ wn δίνεται από: 
 

     
 

         
                                                    (32) 

 
Ππου    

        είναι μια ςειρά από μικρζσ κετικζσ παραμζτρουσ, που 

χρθςιμοποιοφνται για να αποφευχκεί θ διαίρεςθ με το μθδζν. Ο 
ςχετικόσ αλγόρικμοσ κα αναφζρεται ωσ Ρροςαρμοςτικόσ Αλγόρικμοσ 
Ρροβολϊν με Στακμιςμζνεσ l1 Μπάλεσ (Projection Based Algorithm 
using Weighted l1 balls, APWL1). Η μθ ςτακμιςμζνθ περίπτωςθ, όταν 
wn=1        , κα ςυμβολίηεται ωσ APL1. 
Παρατήρηση 1: Η ακτίνα δ τθσ l1 norm, πάνω ςτθν οποία προβάλουμε, 
εξαρτάται από το εάν επιλζγουμε τθν ςτακμιςμζνθ ι τθ μθ 
ςτακμιςμζνθ ζκδοςθ. Στθ μθ ςτακμιςμζνθ ζκδοςθ θ τιμι τθσ ακτίνασ 
είναι προφανϊσ           Ωςτόςο ςτθν ςτακμιςμζνθ περίπτωςθ θ 

ακτίνα δ τίκεται ίςθ με           

 

5.7 Ιδιότητεσ ςύγκλιςησ του αλγορύθμου 

 
Μπορεί να δειχκεί ότι, κάτω από οριςμζνεσ υποκζςεισ, ο αλγόρικμοσ 
δθμιουργεί μία ακολουκία από προςεγγίςεισ του          , που 

ςυγκλίνει ςε ζνα ςθμείο που βρίςκεται ςτον κοινό χϊρο του hyperslab 
και τθσ l1 ball, δθλαδι: 

 
                        

                                (33) 

 
Η ςφγκλιςθ του αλγορίκμου είναι εγγυθμζνθ ακόμα και όταν ζνα 
πεπεραςμζνο πλικοσ από κλειςτά κυρτά ςφνολα (closed convex sets) 
δεν μοιράηονται κάποιον κοινό χϊρο με τουσ υπόλοιπουσ κυρτοφσ 
περιοριςμοφσ που δίνει θ προθγοφμενθ ςχζςθ. Αυτό είναι ςθμαντικό, 
αφοφ επιτρζπει ςε ζναν πεπεραςμζνο αρικμό από δεδομζνα που δεν 
βρίςκονται κοντά ςτον χϊρο τθσ ςφγκλιςθσ (outliers), να μθν 
παρεμποδίηουν τθ ςφγκλιςθ του αλγορίκμου. 
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Υποκζςεισ: 
1) Ορίηεται:                

                   , το ςφνολο  

   ορίηεται ωσ ο κοινόσ χϊροσ τθσ ςτακμιςμζνθσ l1 μπάλασ και 
των hyperslabs που χρθςιμοποιοφνται τθ χρονικι ςτιγμι n. 
Υποκζτουμε ότι υπάρχει         ζτςι ϊςτε να ιςχφει         

     . Αυτό ιςχφει με τθν εξαίρεςθ ενόσ πεπεραςμζνου 
αρικμοφ από      τα υπόλοιπα από αυτά ζχουν ζνα μθ κενό 
κοινό χϊρο. 

2) Επιλζγεται ζνα ικανοποιθτικά μικρό ε’’>0 και ζχουμε    

     
  

  
               

3) Το εςωτερικό του Ω είναι μθ κενό. 

4) Υποκζτουμε ότι          
   

                 . Με λόγια, 

κανζνα από τα βάρθ, που χρθςιμοποιοφνται για να ςυνδυάςουν 
τισ προβολζσ ςτα hyperslabs, δεν κα εξαςκενίςει κακϊσ 
αυξάνεται το n 

Θεϊρθμα: Σφμφωνα με τισ προθγοφμενεσ υποκζςεισ που υιοκετικθκαν 
οι ακόλουκεσ ιδιότθτεσ μποροφν να δθμιουργθκοφν: 

1) Με κάκε ενθμζρωςθ πλθςιάηουμε ςτον κοινό χϊρο Ω. Με άλλα 
λόγια, θ ςφγκλιςθ είναι μονότονθ, δθλαδι, 
                         

2) Αςυμπτωτικά, θ απόςταςθ από τισ υπολογιςμζνεσ προςεγγίςεισ 
από τα αντίςτοιχα hyperslabs τείνει ςτο μθδζν. Ιςχφει δθλαδι ότι: 

                               

3) Πμοια, θ απόςταςθ από τισ υπολογιςμζνεσ προςεγγίςεισ από τισ 
αντίςτοιχεσ ςτακμιςμζνεσ l1 μπάλεσ τείνει αςυμπτωτικά ςτο 

μθδζν, δθλαδι               
          

4) Τελικά, υπάρχει ζνα           ζτςι ϊςτε θ ακολουκία από τα 

υπολογιςμζνα           ςυγκλίνει δθλαδι              

και                       
      

                          
          

                                  , για κάκε ακολουκία 
               με άλλα λόγια ο αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςε ζνα 

ςθμείο που βρίςκεται κοντά ςε ζναν κοινό χϊρο των 
εμπλεκομζνων property sets.  
 
 
 
 
 
 



33 
 

5.8 Βιβλιογραφύα 

 
[1] Online Sparse System Identification and Signal Reconstruction 

Using Projections Onto Weighted l1 Balls, Y. Kopsinis, K. Slavakis, 
and S. Theodoridis, IEEE  Transactions on Signal Processing, VOL. 
59, NO. 3, March 2011 

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Open_set 
[3] http://en.wikipedia.org/wiki/Convex_set 
[4] Adaptive Projected Subgradient Method for asymptotic 

minimization of sequence of nonnegative convex functions, I. 
Yamada and N. Ogura, Numer. Funct. Anal. Optim., vol. 25, no. 7 
and 8, pp. 593–617, 2004. 

[5] The adaptive projected subgradient method over the fixed point 
set of strongly attracting nonexpansive mappings, K. Slavakis, I. 
Yamada, and N. Ogura, Numer. Funct. Anal. Optim., vol. 27, no. 7 
and 8, pp. 905–930, 2006. 

[6] The adaptive projected subgradient method constrained by 
families of quasi- nonexpansive mappings and its application to 
online learning, K. Slavakis and I. Yamada, Revised and submitted 
for publication, July 2011, preprint: arXiv.org 

[7] The method of successive projections for finding a common point 
of convex sets, L. M. Bregman, Soviet Math. Dokl., vol. 6, pp. 688–
692, 1965. 

[8] The method of projections for finding the common point of convex 
sets, L. G. Gubin, B. T. Polyak, and E. V. Raik, USSR Comput. Math. 
Phys., vol. 7, pp. 1–24, 1967. 

[9] On projection algorithms for solving convex feasibility problems, 
H. H. Bauschke and J. M. Borwein, SIAM Rev., vol. 38, no. 3, pp. 
367–426, Sep. 1996. 

[10] Vector Space Projections: A Numerical Approach to Signal and 
Image Processing, Neural Nets, and Optics, H. Stark and Y. Yang, 
Vector New York: Wiley, 1998. 

[11] Adaptive learning in a world of projections: A unifying framework 
for linear and nonlinear classification and regression tasks, S. 
Theodoridis, K. Slavakis, and I. Yamada, IEEE Signal Process. Mag., 
vol. 28, no. 1, pp. 97–123, 2011. 

[12] Adaptive constrained learning in Reproducing Kernel Hilbert 
Spaces: The robust beamforming case, K. Slavakis, S. Theodoridis, 
and I. Yamada, IEEE Trans. Signal Process., vol. 57, no. 12, pp. 
4744–4764, Dec. 2009. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Open_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Convex_set
http://arxiv.org/abs/1008.5231


34 
 

[13] Efficient projections onto the l1-ball for learning in high 
dimensions, J. Duchi, S. S-Shwartz, Y. Singer, and T. Chandra, in 
Proc. Int. Conf. Machine Learning (ICML), 2008, pp. 272–279. 

[14] Accelerated projected gradient method for linear inverse problems 
with sparsity constraints, I. Daubechies, M. Fornasier, and I. Loris, 
J. Fourier Anal. Applicat., vol. 14, no. 5–6, pp. 764–792, Dec. 2008. 

[15] Enhancing sparsity by reweighted l1 minimization, E. Candès, M. B. 
Wakin, and S. P. Boyd, J. Fourier Anal. Appl., vol. 14, pp. 877–905, 
2008. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 
 

6. Αποτελϋςματα από την εφαρμογό των 

αλγορύθμων για διϊφορα μόκη αραιών 

διανυςμϊτων. 
 

6.1 Ειςαγωγό 

 

Σε όλεσ τισ εφαρμογζσ ςτο αραιό (sparse) διάνυςμα οι κζςεισ των μθ 

μθδενικϊν ςτοιχείων επιλζγονται τυχαία και οι τιμζσ τουσ δίνονται από 

κανονικι κατανομι με μζςθ τιμι 0 και τυπικι απόκλιςθ 1. Στα 

γραφιματα που ακολουκοφν ςτισ επόμενεσ ςελίδεσ ςτον οριηόντιο 

άξονα ζχουμε τον αρικμό των επαναλιψεων και ςτον κάκετο άξονα το 

MSE (Mean Square Error) που υπάρχει  ςτθν προςζγγιςθ του sparse 

διανφςματοσ. Το MSE (Mean Square Error) εκφράηεται ςε dB και 

υπολογίηεται ωσ εξισ: ζςτω ότι w είναι το αραιό διάνυςμα που 

προςεγγίηεται, ςε κάκε επανάλθψθ ο αλγόρικμοσ δθμιουργεί  μια 

προςζγγιςθ του w, ζςτω wn, ιδίου μικουσ. Το MSE (Mean Square Error)  

για κάκε επανάλθψθ υπολογίηεται με τον παρακάτω τρόπο:  

sum=0 
Για i από 1 μζχρι τον αρικμό ςτοιχείων του err, w, w(n) 

err(i)=w(i)-wn(i) 
err(i)= err(i)2 

τζλοσ επανάλθψθσ 
Για i από 1 μζχρι τον αρικμό ςτοιχείων του err, w, w(n) 

sum=sum+err(i) 
τζλοσ επανάλθψθσ 
errorn=10log10(sum) 

Ππου errorn είναι το ςφάλμα που προκφπτει για κάκε επανάλθψθ και 

αυτό απεικονίηεται ςε κάκε γραφικι παράςταςθ. Επίςθσ ςε κάκε 

επανάλθψθ το διάνυςμα που ζχει ωσ είςοδο ο αλγόρικμοσ αποτελείται 

από +1 και -1 ςε τυχαίεσ κζςεισ. Μετά τον πολλαπλαςιαςμό του 

διανφςματοσ ειςόδου με το αραιό διάνυςμα, προςτίκεται λευκόσ 

γκαουςιανόσ κόρυβοσ (AWGN, Additive White Gaussian Noise), ϊςτε το 

SNR να είναι 20 db με δεδομζνο ότι το πλάτοσ του ςιματοσ ειςόδου 



36 
 

είναι ςε απόλυτθ τιμι 1, δθλαδι SNR=
 

  
 , A: το πλάτοσ του ςιματοσ 

ειςόδου που είναι 1 και ςn
2 θ διακφμανςθ του γκαουςιανοφ 

προςκετικοφ κορφβου (AWGN). 

6.2 Αποτελϋςματα από την εφαρμογό του αλγορύθμου SPAL για 

διϊφορα μόκη αραιών διανυςμϊτων.  

 
Στισ παρακάτω δοκιμζσ οι παράμετροι του αλγορίκμου SPAL που 
χρθςιμοποιικθκαν επιλζχτθκαν ζτςι ϊςτε να ζχουμε τθν βζλτιςτθ 
προςζγγιςθ του αραιοφ διανφςματοσ τόςο από άποψθ ταχφτθτασ 
ςφγκλιςθσ όςο και από άποψθ ακρίβειασ (μικρότερο MSE). 
 

 
Εικόνα 10:Η προςζγγιςθ του αλγορίκμου SPAL για ζνα sparse διάνυςμα 
με 100 ςτοιχεία από τα οποία τα 10 είναι μθ μθδενικά, το πλικοσ των 
επαναλιψεων είναι 1000. 
 
Οι παράμετροι του αλγορίκμου για τθν προθγοφμενθ εφαρμογι είναι: 

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.5*sqrt(noise_variance) = 0.5*0.1=0.05 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=80 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 
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 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.001, ε’

n =0.001  (εξίςωςθ (32)) 

 
Εικόνα 11: Ραραπάνω ζχουμε τθν προςζγγιςθ ενόσ sparse διανφςματοσ 
με 500 ςτοιχεία εκ των οποίων τα 10 είναι μθ μθδενικά(Ν=500 S=10, 
500/10). Οι παράμετροι του αλγορίκμου είναι ίδιεσ με τθν εφαρμογι 
τθσ εικόνασ 10. 
 
 
Ραρατθροφμε ότι χρειάηονται περιςςότερεσ επαναλιψεισ, περίπου οι 
διπλάςιεσ, ςε ςχζςθ με το προθγοφμενο διάνυςμα (Ν=100 S=10, 
100/10), για να ζχουμε τθν ίδια προςζγγιςθ. Ομοίωσ για διαφορετικά 
διανφςματα προκφπτουν τα εξισ: 
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Εικόνα 12: Ρροςζγγιςθ ενόσ sparse διανφςματοσ 500/20. 
 
 
Οι παράμετροι του αλγορίκμου για τθν εφαρμογι τθσ εικόνασ 12 είναι: 

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=80 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.001, ε’

n =0.001  (εξίςωςθ (32)) 
Αλλάηει δθλαδι μόνο το εφροσ του hyperslab και μειϊνεται ζτςι ζχουμε 
καλφτερθ ταχφτθτα προςζγγιςθσ από ότι αν κρατοφςαμε το ε ςτο 0.05. 
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Εικόνα 13: Ρροςζγγιςθ ενόσ sparse διανφςματοσ 1000/20. 
 
Οι παράμετροι του αλγορίκμου για τθν εφαρμογι είναι τθσ εικόνασ 13: 

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=220 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.001, ε’

n =0.001  (εξίςωςθ (32)) 
Αλλάηει μόνο το q και από 80 γίνεται 220 ζτςι ζχουμε καλφτερθ 
ταχφτθτα προςζγγιςθσ και μικρότερο MSE, απ’ ότι αν παρζμενε το q 80 
για το ίδιο διάνυςμα (1000/20). 
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Εικόνα 14: Ρροςζγγιςθ ενόσ διανφςματοσ με 1000 ςτοιχεία εκ των 
οποίων 30 είναι μθ μθδενικά. Οι παράμετροι του αλγορίκμου είναι ίδιεσ 
με τθν εφαρμογι είναι τθσ εικόνασ 13. 
 
Ραρατθροφμε ότι θ ταχφτθτα προςζγγιςθσ του αραιοφ διανφςματοσ 

μειϊνεται όςο αυξάνεται το μικοσ του και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν 

ςτοιχείων. Επίςθσ ακόμα και αν ο λόγοσ του ςυνόλου των ςτοιχείων 

προσ τα μθ μθδενικά ςτοιχεία ενόσ sparse διανφςματοσ παραμζνει 

ςτακερόσ, αλλά αυξάνουν και οι δφο όροι, τότε αυξάνονται και οι 

απαιτοφμενεσ επαναλιψεισ. Με τθν αφξθςθ του Ν και του S οι 

απαιτοφμενεσ επαναλιψεισ δεν αυξάνονται ςτον ίδιο βακμό. Πςον 

αφορά τισ παραμζτρουσ όταν το ε, το εφροσ του hyperslab, γίνεται 

μεγαλφτερο από 0.2 τότε επθρεάηεται αρνθτικά και θ ταχφτθτα και θ 

ακρίβεια προςζγγιςθσ, για μικρότερεσ τιμζσ του ε δεν εμφανίηονται 

μεγάλεσ διαφορζσ. Ζνα μικρό q, μικρότερο του 10 επθρεάηει επίςθσ 

αρνθτικά και τθν ταχφτθτα και τθν ακρίβεια προςζγγιςθσ. Τζλοσ όταν 

αυξάνουμε το  ε’
n δεν ζχουμε μεγάλεσ «ταλαντϊςεισ του ςφάλματοσ», 

όταν βριςκόμαςτε ςτο «πλατό», δθλαδι όταν ζχουν εκτελεςτεί οι 

απαραίτθτεσ επαναλιψεισ και το MSE βρίςκεται γφρω από ζνα «ςθμείο 

ιςορροπίασ»     
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6.3 Αποτελϋςματα από την εφαρμογό του αλγορύθμου Hero 

LMS για διϊφορα μόκη αραιών διανυςμϊτων.  

 
Στον αλγόρικμο Hero Sparse LMS όπωσ είδαμε προθγουμζνωσ ςτθν 
αναλυτικι περιγραφι του αλγορίκμου, ζχουμε τρεισ αναδρομικοφσ 
τφπουσ που προςεγγίηουν το αραιό διάνυςμα οι προςεγγίςεισ του 
κακενόσ για διάφορα διανφςματα φαίνονται ςτισ εικόνεσ 15-18. 
 
1. Ο απλοφςτεροσ τφποσ (LMS) είναι: 
 

                                (βλ. εξίςωςθ (8)) 
 

Ππου                              (βλ. εξίςωςθ (5)) 
 

μ: ςτακερά 
w(n): είναι το διάνυςμα που δθμιουργεί ςε κάκε επανάλθψθ ο 
αλγόρικμοσ ϊςτε να προςεγγίςει το sparse διάνυςμα, x(n) είναι το 
διάνυςμα που ζχει ωσ είςοδο ο αλγόρικμοσ ςε κάκε επανάλθψθ n. 
 
 
2. Ο άλλοσ τφποσ Zero-Attracting LMS Algorithm (ZA-LMS) είναι: 
 

                                 (βλ. εξίςωςθ (11)) 
 

Ππου         
 

   
            

            

 (βλ. εξίςωςθ (12)) 

ρ, μ: ςτακερζσ 

 

3. Τζλοσ ο τφποσ RZA-LMS (Reweighted Zero-Attracting LMS  Algorithm) 

δίνεται από: 

             
         

         
             (βλ. εξίςωςθ (14)) 

ε, ρ, μ: ςτακερζσ 
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Εικόνα 15:Ρροςζγγιςθ των τριϊν τφπων LMS για ζνα διάνυςμα 100 
ςτοιχείων με 10 μθ μθδενικά. Για τθν ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι οι 
ςτακερζσ που επιλζχτθκαν είναι: μ=0.011 ε=220 ρ=0.00025. 
 
 
 

 
Εικόνα 16:Ρροςζγγιςθ των τριϊν τφπων LMS για ζνα διάνυςμα 100 
ςτοιχείων με 20 μθ μθδενικά. Για τθν ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι οι 
ςτακερζσ που επιλζχτθκαν είναι: μ=0.011 ε=200 ρ=0.00020. 
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Εικόνα 17:Ρροςζγγιςθ των τριϊν τφπων LMS για ζνα διάνυςμα 200 
ςτοιχείων με 20 μθ μθδενικά. Για τθν ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι οι 
ςτακερζσ που επιλζχτθκαν είναι: μ=0.0055 ε=220 ρ=0.0001. 
 
 

 
Εικόνα 18:Ρροςζγγιςθ των τριϊν τφπων LMS για ζνα διάνυςμα 500 
ςτοιχείων με 10 μθ μθδενικά. Για τθν ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι οι 
ςτακερζσ που επιλζχτθκαν είναι: μ=0.00237 ε=200 ρ=0.00005. 
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Εικόνα 19:Ρροςζγγιςθ των τριϊν τφπων LMS για ζνα διάνυςμα 500 
ςτοιχείων με 20 μθ μθδενικά. Για τθν ςυγκεκριμζνθ εφαρμογι οι 
ςτακερζσ που επιλζχτθκαν είναι: μ=0.00237 ε=200 ρ=0.00005. 
 

 
 
Ραρατθροφμε ότι για όλα τα διανφςματα των δοκιμϊν, όςον αφορά τθν 
ταχφτθτα προςζγγιςθσ του αραιοφ διανφςματοσ, ο αλγόρικμοσ ZA-LMS 
είναι ο πιο γριγοροσ από τουσ άλλουσ δφο, μετά ακολουκεί ο RZA-LMS 
και ςτθν τελευταία κζςθ είναι ο απλοφςτεροσ LMS. Χρθςιμοποιϊντασ 
τον όρο ταχφτθτα προςζγγιςθσ εννοοφμε το πλικοσ των επαναλιψεων 
που απαιτοφνται για ζνα ικανοποιθτικό MSE (Mean Square Error). Από 
τθν άποψθ τθσ ακρίβειασ προςζγγιςθσ του αραιοφ διανφςματοσ, ο RZA-
LMS παρουςιάηει για όλα τα διανφςματα των δοκιμϊν μικρότερο MSE, 
ζχει δθλαδι μεγαλφτερθ ακρίβεια. Ο ZA-LMS βρίςκεται ςτθ δεφτερθ 
κζςθ και ο απλόσ LMS παρουςιάηει τθν μικρότερθ ακρίβεια. Πςον 
αφορά τισ παραμζτρουσ διαπιςτϊνουμε ότι για να ζχουμε το βζλτιςτο 
αποτζλεςμα όταν διπλαςιάηεται το μικοσ του διανφςματοσ οι 
παράμετροι μ και ρ πρζπει να υποδιπλαςιαςτοφν.  
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6.4 Αποτελϋςματα από την εφαρμογό του αλγορύθμου 

SPADOMP για διϊφορα μόκη αραιών διανυςμϊτων.  
 

 
Εικόνα 20: Εφαρμογι του αλγορίκμου SPADOMP για ζνα διάνυςμα 100 

ςτοιχείων με 10 μθ μθδενικά. Οι ςτακερζσ που χρθςιμοποιικθκαν 

είναι: λ=0.3 μ=0.02. Η προςζγγιςθ που παίρνουμε είναι πολφ ακριβισ. 

 

 
Εικόνα 21: Εφαρμογι του αλγορίκμου SPADOMP για ζνα διάνυςμα 200 

ςτοιχείων με 20 μθ μθδενικά. Οι ςτακερζσ που χρθςιμοποιικθκαν 

είναι: λ=0.3 μ=0.02.  

 



46 
 

 
Εικόνα 22: Εφαρμογι του αλγορίκμου SPADOMP για ζνα διάνυςμα 500 

ςτοιχείων με 20 μθ μθδενικά. Οι ςτακερζσ που χρθςιμοποιικθκαν 

είναι: λ=0.3 μ=0.02. 

 
 
 
 
 
 

7. Σύγκριςη των αλγορύθμων ςε κοινϊ ςενϊρια 
 

7.1 Ειςαγωγό 

 
Στα πειράματα που ακολουκοφν το SNR που χρθςιμοποιικθκε είναι 
20db. Σε κάκε γράφθμα οι τρεισ αλγόρικμοι προςεγγίηουν το ίδιο αραιό 
διάνυςμα. Επίςθσ ιςχφουν οι ίδιεσ παραδοχζσ με τισ προθγοφμενεσ 
δοκιμζσ, όςον αφορά τθν τυχαία δθμιουργία των αραιϊν διανυςμάτων 
και τθ δθμιουργία των τυχαίων διανυςμάτων ειςόδου. 
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7.2 Σύγκριςη των αλγορύθμων ωσ προσ την ακρύβεια 

προςϋγγιςησ για διϊφορα μόκη αραιών διανυςμϊτων 

 
Η επιλογι των παραμζτρων ςτισ παρακάτω δοκιμζσ ζγινε ζτςι ϊςτε για 
κάκε προςζγγιςθ να ζχουμε το μικρότερο ςφάλμα MSE. 
 

 
Εικόνα 23: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 100 ςτοιχείων 

με 10 μθ μθδενικά. 

Ραρατθροφμε ότι ςε αυτιν τθν περίπτωςθ με διαφορά πιο γριγοροσ 
αλγόρικμοσ είναι ο SPAL, ο οποίοσ ζχει τελικό μζςο ςφάλμα περίπου -
28db. Μετά από 350 επαναλιψεισ ενϊ ο SPAL δεν βελτιϊνει ςθμαντικά 
τθν προςζγγιςι του, ο αλγόρικμοσ SPADOMP πραγματοποιεί 
ακριβζςτερθ προςζγγιςθ του sparse διανφςματοσ και ζτςι ζχει μία 
τελικι τιμι του MSE περίπου -43db. Για τον Hero Sparse LMS αλγόρικμο 
(απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)) θ καλφτερθ προςζγγιςθ  που μπορεί 
να κάνει περιορίηεται ςτα -20 db και θ ταχφτθτα του ςε ςχζςθ με τουσ 
άλλοσ αλγορίκμουσ είναι κατά πολφ μικρότερθ. Οι παράμετροι που 
χρθςιμοποιικθκαν είναι: για τον Hero Sparse LMS (απλοφςτεροσ τφποσ 
εξίςωςθ (8)): μ=0.01 για τον SPADOMP λ=0.1 μ=0.02 και για τον SPAL:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 
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      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005 (εξίςωςθ (32)) 
 

 
Εικόνα 24: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 100 ςτοιχείων 

με 20 μθ μθδενικά. 

 

Τα ςυμπεράςματα παραμζνουν ίδια με το προθγοφμενο παράδειγμα, 
επίςθσ οι τελικζσ τιμζσ των ςφαλμάτων είναι περίπου ίδιεσ με τθ 
διαφορά, ότι επειδι διπλαςιάηονται τα μθ μθδενικά ςτοιχεία του sparse 
διανφςματοσ οι αλγόρικμοι χρειάηονται περιςςότερεσ επαναλιψεισ για 
να επιτφχουν το ίδιο ςφάλμα. Οι παράμετροι που χρθςιμοποιικθκαν 
είναι: για τον Hero Sparse LMS (απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)): 
μ=0.01 για τον SPADOMP λ=0.3 μ=0.02 και για τον SPAL:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
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Εικόνα 25: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 200 ςτοιχείων 

με 20 μθ μθδενικά. 

Οι παράμετροι που χρθςιμοποιικθκαν είναι: για τον Hero Sparse LMS 
(απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)): μ=0.00555 για τον SPADOMP λ=0.33 
μ=0.02 και για τον SPAL:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
 

Οι αλγόρικμοι επειδι αυξάνεται το μικοσ του αραιοφ διανφςματοσ 
κακυςτεροφν περιςςότερο από τα προθγοφμενα πειράματα. Ο SPAL 
εξακολουκεί να είναι με διαφορά ο γρθγορότεροσ και ο SPADOMP είναι 
ο πιο ακριβισ και πετυχαίνει ςφάλμα περίπου -37 dB. Ο SPAL ζχει 
ακρίβεια περίπου -24 dB. Ο LMS προςεγγίηει και αυτόσ το αραιό 
διάνυςμα αλλά χρειάηεται περίπου 5000 επαναλιψεισ για να φτάςει τα 
-20 dB. Για να ζχουμε το ίδιο ςφάλμα περίπου -24 dB o αλγόρικμοσ 
SPAL χρειάηεται 110 επαναλιψεισ και ο SPADOMP 650, ενϊ o Hero 
Sparse LMS χρειάηεται πολφ περιςςότερεσ. 
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Εικόνα 26: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 500 ςτοιχείων 

με 10 μθ μθδενικά. 

Οι παράμετροι που χρθςιμοποιικθκαν είναι: για τον Hero Sparse LMS 
(απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)): μ=0.00237 για τον SPADOMP λ=0.3 
μ=0.02 και για τον SPAL:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
 

Οι προςεγγίςεισ που κάνουν οι αλγόρικμοι και ςε αυτό το παράδειγμα 
είναι όπωσ και ςτα προθγοφμενα περίπου ίδιεσ. Η επανάλθψθ ςτθν 
οποία ζχουμε ίδια προςζγγιςθ από τον SPADOMP και τον SPAL είναι θ 
500θ . 
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Εικόνα 27: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 500 ςτοιχείων 

με 20 μθ μθδενικά. 

 

Σε αυτιν τθ περίπτωςθ χρειαηόμαςτε 3000 επαναλιψεισ για να 
ςυγκρίνουμε τουσ αλγορίκμουσ. Οι βζλτιςτεσ προςεγγίςεισ είναι 
περίπου ίδιεσ -28 db για τον SPAL και -30 db για τον SPADOMP. Ο SPAL 
είναι πιο γριγοροσ και ο SPADOMP πιο ακριβισ ο Hero Sparse LMS 
(απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)) χρειάηεται περιςςότερεσ 
επαναλιψεισ από 3000. Οι παράμετροι που χρθςιμοποιικθκαν είναι: 
για τον Hero Sparse LMS: μ=0.00237 για τον SPADOMP λ=0.1 μ=0.02 και 
για τον SPAL:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
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7.3 Σύγκριςη των αλγορύθμων ωσ προσ την ταχύτητα 

προςϋγγιςησ διαφόρων  αραιών διανυςμϊτων 

 

Σε αυτιν τθ ςειρά πειραμάτων χρθςιμοποιοφνται οι κατάλλθλεσ 
παράμετροι ςτουσ αλγορίκμουσ ϊςτε και οι τρεισ να βρίςκονται ςτο 
ίδιο πλατό (ςτο ίδιο περίπου MSE) μετά από κάποιον αρικμό 
επαναλιψεων ϊςτε να μελετθκεί θ ταχφτθτα με τθν οποία 
προςεγγίηουν το αραιό διάνυςμα. Η τιμι αυτι του MSE είναι -20dB και 
κακορίςτθκε από τον  αλγόρικμο Hero Sparse LMS (εξίςωςθ 8), γιατί 
δεν μπορεί να επιτευχκεί καλφτερθ προςζγγιςθ απ’ αυτόν. 
 

 
Εικόνα 28: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 100 ςτοιχείων 

με 10 μθ μθδενικά. 

Ζτςι για να ζχουμε μια προςζγγιςθ τθσ τάξθσ των -20 dB χρειάηονται 
150 επαναλιψεισ από τον SPAL, 300 επαναλιψεισ από τον SPADOMP 
και 800 επαναλιψεισ από τον Hero Sparse LMS. Ο SPAL επομζνωσ είναι 
πιο γριγοροσ και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ. Οι ςτακερζσ για το 
παράδειγμα αυτό είναι: για τον Hero Sparse LMS (απλοφςτεροσ τφποσ 
εξίςωςθ (8)) μ=0.01, για τον SPADOMP λ=0.007 και μ=0.02 και για τον 
SPAL : 

 Το εφροσ του hyperslab ε=3*sqrt(noise_variance) = 3*0.1=0.3 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 
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 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=200 (εξιςϊςεισ (26), 
(27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.05, ε’

n =0.05  (εξίςωςθ (32)) 
 

 
Εικόνα 29: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 100 ςτοιχείων 

με 20 μθ μθδενικά. 

Στο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα για να ζχουμε μια προςζγγιςθ τθσ τάξθσ 
των -20 dB χρειάηονται 400 επαναλιψεισ από τον SPAL και τον 
SPADOMP και 800 επαναλιψεισ από τον Hero Sparse LMS 
(απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)). Οι ςτακερζσ για το παράδειγμα αυτό 
είναι: για τον Hero Sparse LMS μ=0.01, για τον SPADOMP λ=0.0068 και 
μ=0.02 και για τον SPAL : 

 Το εφροσ του hyperslab ε=3*sqrt(noise_variance) = 3*0.1=0.3 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=200 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.01, ε’

n =0.01 (εξίςωςθ (32)) 
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Για ζνα διάνυςμα 500/10 ςτοιχείων προκφπτουν τα εξισ: 

 
Εικόνα 30: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 500 ςτοιχείων 

με 10 μθ μθδενικά. 

Με τον αλγόρικμο SPAL χρειάηονται 350 επαναλιψεισ ενϊ ο SPADOMP 
χρειάηεται 650 για μια προςζγγιςθ των -30 db. Ο Hero Sparse LMS 
(απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)) ςυγκλίνει πολφ αργά και χρειάηεται 
πολφ περιςςότερεσ επαναλιψεισ, περίπου 5000 για να ζχουμε ςφάλμα 
περίπου -20 db. Οι ςτακερζσ για το παράδειγμα αυτό είναι: για τον 
Hero Sparse LMS μ=0.00237, για τον SPADOMP λ=0.07 και μ=0.02 και 
για τον SPAL : 

 Το εφροσ του hyperslab ε=2.7*sqrt(noise_variance) = 
2.7*0.1=0.27(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=250 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.05, ε’

n =0.05  (εξίςωςθ (32)) 
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Εικόνα 31: Σφγκριςθ των αλγορίκμων για ζνα διάνυςμα 500 ςτοιχείων 

με 20 μθ μθδενικά. 

Για τον αλγόρικμο SPAL χρειάηονται μόνο 200 επαναλιψεισ για να 
υπάρχει ζνα ςφάλμα περίπου -25db ενϊ για τον αλγόρικμο SPADOMP 
χρειάηονται για τθν ίδια προςζγγιςθ 850 περίπου επαναλιψεισ. Ο 
αλγόρικμοσ Hero Sparse LMS (απλοφςτεροσ τφποσ εξίςωςθ (8)) 
προςεγγίηει πολφ αργά το αραιό διάνυςμα και χρειάηονται πολφ 
περιςςότερεσ επαναλιψεισ ςυγκριτικά με τουσ άλλουσ αλγορίκμουσ. 
Γενικά διαπιςτϊνουμε από όλεσ τισ δοκιμζσ ότι θ προςζγγιςθ του SPAL 
είναι με διαφορά θ ταχφτερθ και με μικρό ςφάλμα. Η προςζγγιςθ του 
SPADOMP είναι αρκετά πιο αργι αλλά ακριβζςτερθ και ο Hero LMS 
αλγόρικμοσ υςτερεί και ςε ταχφτθτα και ακρίβεια. 
Οι ςτακερζσ για το παράδειγμα αυτό είναι: για τον LMS μ=0.00237, για 
τον SPADOMP λ=0.3 και μ=0.02 και για τον SPAL : 

 Το εφροσ του hyperslab ε=2.5*sqrt(noise_variance) = 2.5*0.1=0.25 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=200 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.005, ε’

n =0.005  (εξίςωςθ (32)) 

 



56 
 

8. Εφαρμογό των αλγορύθμων για διαφορετικϊ 

SNR και διαφορετικϊ μόκη αραιών διανυςμϊτων 

 

8.1 Ειςαγωγό 

 

Μζςω του SNR που επιλζγουμε κακορίηεται θ διακφμανςθ ςn
2 του 

λευκοφ γκαουςιανοφ προςκετικοφ κορφβου, από τον τφπο: SNR=
 

  
  

όπου A: το πλάτοσ του ςιματοσ ειςόδου που είναι 1 (2-PAM). Στισ 

εφαρμογζσ που ακολουκοφν θ επιλογι των παραμζτρων ζγινε ζτςι 

ϊςτε να ζχουμε το μικρότερο MSE και τθν ταχφτερθ προςζγγιςθ.  

 

8.2 Αλγόριθμοσ SPAL 

 
 

 
Εικόνα 32: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 

10 μθ μθδενικά. 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 
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 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=100 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.005, ε’

n =0.005  (εξίςωςθ (32)) 
 

 
Εικόνα 33: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 

20 μθ μθδενικά. 

 

 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=100 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 
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 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.005, ε’

n =0.005  (εξίςωςθ (32)) 
 

 

 

 

 
Εικόνα 34: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 

10 μθ μθδενικά. 

 

 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=100 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.005, ε’

n =0.005  (εξίςωςθ (32)) 
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Εικόνα 35: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 

20 μθ μθδενικά. 

 

 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=100 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.005, ε’

n =0.005  (εξίςωςθ (32)) 
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Εικόνα 36: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 

10 μθ μθδενικά. 

 

 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=200 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 



61 
 

 
Εικόνα 37: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 

20 μθ μθδενικά. 

 

 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=200 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
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Εικόνα 38: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 1000 ςτοιχείων με 

20 μθ μθδενικά. 

Οι παράμετροι για κάκε καμπφλθ με το αντίςτοιχο SNR είναι: 
 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 

(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=200 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
 
Συμπεραςματικά για SNR 5dB ζχουμε μια προςζγγιςθ του αραιοφ 
διανφςματοσ με ακρίβεια περίπου -10dΒ, για SNR 15dB ζχουμε μια 
προςζγγιςθ με ακρίβεια περίπου -20 dΒ, για SNR 25dB ζχουμε μια 
προςζγγιςθ με MSE που κυμαίνεται από -35 dΒ μζχρι -30 dΒ  και για 
SNR 35dB ζχουμε μια προςζγγιςθ από -45 dΒ μζχρι -40 dΒ, ανεξάρτθτα 
από το μικοσ του αραιοφ διανφςματοσ. 
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8.3 Αλγόριθμοσ Hero Sparse LMS: 

 
Από τθν εφαρμογι του απλοφςτερου αναδρομικοφ τφπου LMS (εξίςωςθ 
(8)) για διάφορα διανφςματα προκφπτουν τα παρακάτω γραφιματα: 
 

 
Εικόνα 39: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Η παράμετροσ μ είναι μ=0.011 
 
 

 
Εικόνα 40: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Η παράμετροσ μ είναι μ=0.011 
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Εικόνα 41: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Η παράμετροσ μ είναι μ=0.00555 
 
 

 
Εικόνα 42: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Η παράμετροσ μ είναι μ=0.00555 
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Εικόνα 43: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Η παράμετροσ μ είναι μ=0.00237 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 44: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Η παράμετροσ μ είναι μ=0.00237 
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8.4 Αλγόριθμοσ ZA-LMS: 

 
Από τθν εφαρμογι του αναδρομικοφ τφπου ZA-LMS (εξίςωςθ (11)) για 
διάφορα διανφςματα προκφπτουν τα παρακάτω γραφιματα: 
 

 
Εικόνα 45: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.01 ρ=0.00003. 
 
 

 
Εικόνα 46: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.01 ρ=0.00003. 
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Εικόνα 47: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00555 ρ=0.00003. 
 

 

 
Εικόνα 48: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00555 ρ=0.00003. 
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Εικόνα 49: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00243 ρ=0.00003. 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 50: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00243 ρ=0.00003. 
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8.5 Αλγόριθμοσ RZA-LMS: 

 
Από τθν εφαρμογι του αναδρομικοφ τφπου RZA-LMS (εξίςωςθ (14)) για 
διάφορα διανφςματα προκφπτουν τα παρακάτω γραφιματα: 
 

 
Εικόνα 51: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.01 ρ=0.00002 και  ε=200. 
 
 
 

 
Εικόνα 52: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.01 ρ=0.00002 και  ε=200. 
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Εικόνα 53: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00555 ρ=0.00002 και  ε=200. 
 
 
 
 

 
Εικόνα 54: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00555 ρ=0.00002 και  ε=200. 
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Εικόνα 55: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00237 ρ=0.00002 και  ε=0.2. 
 
 
 
 

 
Εικόνα 56: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι μ=0.00237 ρ=0.00002 και  ε=0.2. 
 
 
 
 



72 
 

8.6 Αλγόριθμοσ SPADOMP  
 

 
Εικόνα 57: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι λ=0.1 και μ=0.02. 
 

 

 

 
Εικόνα 58: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 100 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι λ=0.1 και μ=0.02. 
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Εικόνα 59: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι λ=0.15 και μ=0.02. 
 

 

 

 
Εικόνα 60: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 200 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι λ=0.17 και μ=0.02. 
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Εικόνα 61: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
10 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι λ=0.3 και μ=0.02. 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 62: Διαφορετικά SNR για ζνα αραιό διάνυςμα 500 ςτοιχείων με 
20 μθ μθδενικά. Οι παράμετροι είναι λ=0.3 και μ=0.02. 
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9. Αποτελϋςματα από την αλλαγό του αρχικού 

αραιού διανύςματοσ που προςεγγύζουν οι 

αλγόριθμοι κατϊ την διϊρκεια εκτϋλεςόσ τουσ 
 

Στισ παρακάτω δοκιμζσ ενϊ ο αλγόρικμοσ προςεγγίηει ζνα αρχικό αραιό 
διάνυςμα, κατά τθν εκτζλεςι το διάνυςμα αυτό αλλάηει  και ο 
αλγόρικμοσ πρζπει να προςεγγίςει ζνα νζο διάνυςμα. Ζτςι 
παρουςιάηονται δοκιμζσ ςτισ οποίεσ α) μεταβάλλονται οι κζςεισ και οι 
τιμζσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων και β) δοκιμζσ ςτισ οποίεσ 
μεταβάλλεται  το πλικοσ, οι κζςεισ, και οι τιμζσ των μθ μθδενικϊν 
ςτοιχείων. Το SNR είναι 20 db. 
 

9.1 Αλγόριθμοσ SPAL  

 
Αποτελζςματα από τθν αλλαγι αραιϊν διανυςμάτων με διαφορετικά 
μικθ ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο SPAL. Το μικοσ του 
διανφςματοσ και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν 
ίδια και αλλάηουν οι τιμζσ και οι κζςεισ τουσ. Οι παράμετροι που 
χρθςιμοποιικθκαν επιλζχτθκαν ζτςι ϊςτε να ζχουμε τθν ταχφτερθ και 
ακριβζςτερθ προςζγγιςθ του διανφςματοσ. Γενικά οι παράμετροι ςτον 
αλγόρικμο SPAL δεν χρειάηονται μεγάλθ ακρίβεια ςτθ ρφκμιςθ τουσ 
όπωσ ςυμβαίνει με τουσ άλλουσ αλγορίκμουσ και για αρκετά 
διαφορετικζσ τιμζσ τουσ ζχουμε πολφ ικανοποιθτικζσ προςεγγίςεισ. 
 
Οι παράμετροι για τον spal είναι: 

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.05, ε’

n =0.05  (εξίςωςθ (32)) 
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Οι παραπάνω παράμετροι παραμζνουν ςτακερζσ κακ’ όλθ τθν διάρκεια 
του πειράματοσ, δθλαδι κατά τθ διάρκεια και των 2000 επαναλιψεων. 
 

 
Εικόνα 63: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (100/10) 
ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ για τον αλγόρικμο SPAL. Το μικοσ του 
διανφςματοσ και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν 
ίδια. 
 
 

 

Εικόνα 64: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (100/20) 
ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο SPAL. Το μικοσ του 
διανφςματοσ και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν 
ίδια. Οι παράμετροι είναι ίδιεσ με το παράδειγμα τθσ εικόνασ 63. 
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Εικόνα 65: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (200/10) 
ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο SPAL. Το μικοσ του 
διανφςματοσ και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν 
ίδια. Οι παράμετροι είναι ίδιεσ με το παράδειγμα τθσ εικόνασ 63. 
 
 

 

 

Εικόνα 66: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (200/20) 
ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο SPAL. Το μικοσ του 
διανφςματοσ και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν 
ίδια. Οι παράμετροι είναι ίδιεσ με το παράδειγμα τθσ εικόνασ 63. 
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Εικόνα 67: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector ςτθν 
1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο spal. Το αρχικό διάνυςμα είναι 
(200/10) και μετά τθν αλλαγι γίνεται (200/30). Οι κζςεισ, οι τιμζσ των 
μθ μθδενικϊν ςτοιχείων κακϊσ και το πλικοσ τουσ αλλάηουν. 
 
Οι παράμετροι που παραμζνουν ςτακερζσ κακ’ όλθ τθ διάρκεια του 
πειράματοσ τθσ εικόνασ 59 είναι: 

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.05, ε’

n =0.05  (εξίςωςθ (32)) 
 
Η παράμετροσ που αλλάηει είναι: 
  

 Αρχικά θ ακτίνα τθσ l1 μπάλασ, δ, ιςοφται με S δθλαδι είναι ίςθ με 
το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του αρχικοφ sparse 
διανφςματοσ δθλαδι 10 (εξίςωςθ (23)), ςτθν 1000ςτθ 
επανάλθψθ το δ αλλάηει και γίνεται ίςο με το καινοφργιο S 
δθλαδι 30. 

 

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ που αλλάηει και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν 
ςτοιχείων ο αλγόρικμοσ πρζπει να ζχει ωσ είςοδο το πλικοσ των μθ 
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μθδενικϊν ςτοιχείων του αρχικοφ και του τελικοφ διανφςματοσ. Αλλά 
και ςτθν περίπτωςθ που απλϊσ γνωρίηει μόνο το πλικοσ των μθ 
μθδενικϊν ςτοιχείων του τελικοφ διανφςματοσ, ο αλγόρικμοσ 
λειτουργεί πάλι αποτελεςματικά, όπωσ φαίνεται από το παρακάτω 
ςχιμα. 
 

 
Εικόνα 68: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector ςτθν 
1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο spal. Το αρχικό διάνυςμα είναι 
(200/10) και μετά τθν αλλαγι γίνεται (200/30). Οι κζςεισ, οι τιμζσ των 
μθ μθδενικϊν ςτοιχείων κακϊσ και το πλικοσ τουσ αλλάηουν. 
 
Οι παρακάτω παράμετροι παραμζνουν ςτακερζσ κακ’ όλθ τθ διάρκεια 
του πειράματοσ τθσ εικόνασ 68 

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S(new) δθλαδι είναι ίςθ με 
το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του τελικοφ sparse 
διανφςματοσ (εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=50 

      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.05, ε’

n =0.05  (εξίςωςθ (32)) 
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Θα πρζπει να τονιςτεί ότι ςτο πείραμα τθσ εικόνασ 68 θ ακτίνα τθσ l1 
μπάλασ ςε όλεσ τισ επαναλιψεισ ιςοφται με πλικοσ των μθ μθδενικϊν 
ςτοιχείων του τελικοφ διανφςματοσ. 
Σε περίπτωςθ όμωσ που ο αλγόρικμοσ δεν ζχει γνϊςθ του πλικουσ των 
μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του τελικοφ διανφςματοσ και θ ακτίνα τθσ l1 
μπάλασ παραμείνει ςτακερι και ίςθ με το πλικοσ των μθ μθδενικϊν 
ςτοιχείων του αρχικοφ διανφςματοσ τότε δεν γίνεται αποτελεςματικι 
προςζγγιςθ του τελικοφ διανφςματοσ, όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 69. 
 

 
Εικόνα 69: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector ςτθν 
1000ςτθ επανάλθψθ από τον αλγόρικμο spal. Το αρχικό διάνυςμα είναι 
(200/10) και μετά τθν αλλαγι γίνεται (200/30). Οι κζςεισ, οι τιμζσ των 
μθ μθδενικϊν ςτοιχείων κακϊσ και το πλικοσ τουσ αλλάηουν. Η ακτίνα  
θσ l1 μπάλασ παραμείνει ςτακερι. 
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9.2 Αλγόριθμοσ Hero Sparse LMS 

 

 
Εικόνα 70: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (100/10) 
ςτθν 1500ςτθ επανάλθψθ. Το μικοσ του διανφςματοσ και το πλικοσ 
των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν ίδια και αλλάηουν οι κζςεισ 
και οι τιμζσ τουσ. Οι παράμετροι είναι: για τον LMS: μ=0.011, για τον ZA-
LMS: μ=0.011 και ρ=0.00025 και για τον RZA-LMS: μ=0.011 ρ=0.00025 
και ε=220 και παραμζνουν ςτακερζσ ςε όλο το πλικοσ των 
επαναλιψεων. Το SNR είναι 20 dB. 
 

 
Εικόνα 71: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (100/20) 
ςτθν 1500ςτθ επανάλθψθ. Το μικοσ του διανφςματοσ και το πλικοσ 
των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν ίδια και αλλάηουν οι κζςεισ 
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και οι τιμζσ τουσ. Οι παράμετροι είναι: για τον LMS:  μ=0.011, για τον 
ZA-LMS: μ=0.011 και ρ=0.00025 και για τον RZA-LMS: μ=0.011 
ρ=0.00025 και ε=220 και παραμζνουν ςτακερζσ ςε όλο το πλικοσ των 
επαναλιψεων. Το SNR είναι 20 dB. 
 

 
Εικόνα 72: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector (200/20) 
ςτθν 2000ςτθ επανάλθψθ. Το μικοσ του διανφςματοσ και το πλικοσ 
των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνουν ίδια και αλλάηουν οι κζςεισ 
και οι τιμζσ τουσ. Οι παράμετροι είναι: για τον LMS: μ=0.0055, για τον 
ZA-LMS:  μ=0.0055και ρ=0.0001 και για τον RZA-LMS: μ=0.0055 
ρ=0.0001 και ε=220 και παραμζνουν ςτακερζσ ςε όλο το πλικοσ των 
επαναλιψεων. Το SNR είναι 20 dB. 
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Εικόνα 73: Αποτελζςματα από τθν αλλαγι του sparse vector από 
(100/10) ςε (100/30) ςτθν επανάλθψθ 2000 από τον αλγόρικμο Hero 
Sparse LMS. Το μικοσ του διανφςματοσ παραμζνει ίδιο και αλλάηουν οι 
κζςεισ, οι τιμζσ τουσ και το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων. Οι 
παράμετροι είναι: για τον LMS: μ=0.011, για τον ZA-LMS: μ=0.011 και 
ρ=0.00025 και για τον RZA-LMS: μ=0.011 ρ=0.00025 και ε=220 και 
παραμζνουν ςτακερζσ ςε όλο το πλικοσ των επαναλιψεων. Το SNR 
είναι 20 dB. 
 
Στθν εφαρμογι τθσ εικόνασ 73 παρατθροφμε ότι μετά τθν αλλαγι του 
διανφςματοσ οι δφο εκδοχζσ του Hero Sparse LMS παρουςιάηουν 
διαφορετικι ακρίβεια ςτο τελικό και το αρχικό διάνυςμα. Ριο 
ςυγκεκριμζνα ο απλόσ LMS παρουςιάηει τθν ίδια ακρίβεια, όμωσ ςτουσ 
ZA-LMS και RZA-LMS μειϊνεται θ ακρίβεια προςζγγιςθσ ςτο τελικό 
διάνυςμα. Αυτό ςυμβαίνει γιατί χρειάηονται ρφκμιςθ οι παράμετροι 
τουσ για το διάνυςμα 100/30, ϊςτε να ζχουμε τθ βζλτιςτθ προςζγγιςθ. 
Το πλεονζκτθμα με τον LMS είναι ότι δεν χρειάηεται να ζχει ωσ 
δεδομζνο ο αλγόρικμοσ το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων οφτε 
του αρχικοφ, οφτε του τελικοφ διανφςματοσ. Πμωσ πρζπει να 
υπενκυμίςουμε ότι για διαφορετικά μικθ διανυςμάτων π.χ. 100, 200 
ςτοιχείων χρειάηονται διαφορετικζσ παράμετροι ϊςτε να επιτευχκεί θ 
βζλτιςτθ προςζγγιςθ είτε αφορά τθν ταχφτθτα είτε τθν ακρίβεια. Επίςθσ 
παρατθροφμε ότι όταν διπλαςιάηεται το μικοσ του αραιοφ διανφςματοσ 
θ ςτακερά μ πρζπει να υποδιπλαςιαςτεί. Ζτςι για το διάνυςμα 100 
ςτοιχείων είχαμε μ=0.011 για 200 ςτοιχεία είχαμε μ=0.0055 για 500 
ςτοιχεία είχαμε μ=0.00237. Αντίκετα ςτον αλγόρικμο SPAL δεν είναι 
αναγκαία αυτι θ ρφκμιςθ παραμζτρων, κακϊσ με τισ ίδιεσ ςτακερζσ 
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μποροφν να υπολογιςτοφν πολφ καλά διανφςματα από 100 μζχρι 1000 
ςτοιχεία, μόνο που αυτόσ ο αλγόρικμοσ πρζπει να ζχει ωσ δεδομζνο το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του αραιοφ διανφςματοσ.  
 

9.3 Αλγόριθμοσ SPADOMP 

 

Στισ παρακάτω δοκιμζσ χρθςιμοποιικθκαν τζτοιεσ ςτακερζσ ϊςτε να 

ζχουμε τθ βζλτιςτθ προςζγγιςθ. 

 
Εικόνα 74: Το sparse vector (100/10) αλλάηει ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ 
και παραμζνει πάλι (100/10). Η αλλαγι που γίνεται αφορά τισ κζςεισ 
και τισ τιμζσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων, το SNR είναι 20 db. Το πλικοσ 
των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων παραμζνει ίδιο. Οι τιμζσ των ςτακερϊν ςτο 
ςυγκεκριμζνο παράδειγμα είναι λ=0.3 και μ=0.02. 
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Εικόνα 75: Αλλαγι ενόσ διανφςματοσ 100/20 ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ 
Οι τιμζσ των ςτακερϊν ςτο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα είναι πάλι λ=0.3 
και μ=0.02. 
 
 

 
Εικόνα 76: Αλλαγι ενόσ διανφςματοσ 200/20 ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ 
Οι τιμζσ των ςτακερϊν ςτο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα είναι λ=0.15 και 
μ=0.02. 
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Εικόνα 77: Αλλαγι ενόσ διανφςματοσ 200/20 ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ 
Οι τιμζσ των ςτακερϊν ςτο ςυγκεκριμζνο παράδειγμα είναι λ=0.17 και 
μ=0.02. 
 
 
 
 

 
Εικόνα 78: Αλλαγι ενόσ διανφςματοσ 100/10 ςε ζνα διάνυςμα 100/30 
ςτθν 1000ςτθ επανάλθψθ. Οι τιμζσ των ςτακερϊν ςτο ςυγκεκριμζνο 
παράδειγμα είναι λ=0.1 και μ=0.02 και παραμζνουν ςτακερζσ και ςτισ 
2000 επαναλιψεισ.  
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Στθν εφαρμογι τθσ εικόνασ 78, παρατθροφμε, όπωσ είναι φυςιολογικό, 
ότι χρειάηονται περιςςότερεσ επαναλιψεισ για να προςεγγιςτεί το 2ο 
διάνυςμα και θ ακρίβεια είναι μικρότερθ για το  τελικό διάνυςμα με τα 
30 μθ μθδενικά ςτοιχεία. Επίςθσ ςτον SPADOMP είναι απαραίτθτθ θ 
«γνϊςθ» του πλικουσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του αρχικοφ και του 
τελικοφ αραιοφ διανφςματοσ, για να εκτελεςτεί ο αλγόρικμοσ. Τζλοσ οι 
ςτακερζσ δεν χρειάηονται τόςο μεγάλεσ διαφοροποιιςεισ, όςο ςτον 
αλγόρικμο LMS, κακϊσ μεταβάλλεται το μικοσ του sparse vector. 
 
 
 
 
 

10. Χρηςιμοπούηςη διαφορετικών κατανομών 

για τισ τιμϋσ των μη μηδενικών ςτοιχεύων των 

αραιών διανυςμϊτων. 
 

Επιπλζον τθσ κανονικισ κατανομισ χρθςιμοποιικθκαν για τθ δοκιμι 
των αλγορίκμων και άλλεσ κατανομζσ (beta, exponential, gamma, 
lognormal, weibull). Ραρακάτω παρουςιάηονται τα αποτελζςματα από 
τισ δοκιμζσ για αυτζσ τισ κατανομζσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων των 
sparse διανυςμάτων με αρικμό ςτοιχείων 200/20. Οι παράμετροι των 
κατανομϊν επιλζχτθκαν ζτςι ϊςτε για όλεσ τισ κατανομζσ θ ακροιςτικι 
ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για το μθδζν να ζχει τιμι κοντά 
ςτο μθδζν ι και μθδζν και για το 1 να ζχει τιμι κοντά ςτο 1 ι ακριβϊσ 
ζνα. Δθλαδι οι τιμζσ που παίρνουν τα μθ μθδενικά ςτοιχεία για όλεσ τισ 
κατανομζσ βρίςκονται μεταξφ του μθδενόσ και του ζνα. Αυτό ςυμβαίνει 
ςτθν πρϊτθ ςειρά πειραμάτων (εικόνεσ: 85, 86, 87). Στθ δεφτερθ ςειρά 
πειραμάτων (εικόνεσ: 94, 95, 96) οι τιμζσ που παίρνουν τα μθ μθδενικά 
ςτοιχεία των αραιϊν διανυςμάτων δεν περιορίηονται ςτο διάςτθμα 
*0,1+. Ζτςι δίνονται και οι αντίςτοιχεσ γραφικζσ παραςτάςεισ τθσ 
ςυνάρτθςθσ πυκνότθτασ πικανότθτασ (PDF Probability Density Function) 
για κάκε κατανομι, θ οποία παραμζνει ίδια για κάκε αλγόρικμο. Το 
SNR που επιλζχκθκε είναι 20 db. 
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10.1 Χαρακτηριςτικϊ κανονικόσ κατανομόσ 

 
Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τθν κανονικι κατανομι 
δίνεται από τον τφπο: 
 

           
 

     
 
       

                                (34) 

 
Η παράμετροσ μ είναι 0.5 και θ ς=0.13. Για τισ παραμζτρουσ αυτζσ θ 
γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ πυκνότθτασ πικανότθτασ (PDF 
Probability Density Function) που προκφπτει φαίνεται ςτθν εικόνα 79: 
 

 
Εικόνα 79: Η μζςθ τιμι είναι 0.5 και θ απόκλιςθ είναι 0.13, ζτςι ϊςτε 
εκτόσ του διαςτιματοσ *0,1+ να ζχουμε πολφ μικρι πικανότθτα 
εμφάνιςθσ κάποιου αρικμοφ. 
 
 

10.2 Χαρακτηριςτικϊ κατανομόσ βότα 

 
Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τθν κατανομι βιτα δίνεται 
από τον τφπο: 
 

           
 

      
                                  (35) 

 
Ππου        Είναι θ ςυνάρτθςθ βιτα 
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                                            (36) 

 
Ππου Γ(x) είναι θ ςυνάρτθςθ γάμμα 
 

               
 

 
                                       (37) 

Η παράμετροσ α είναι 4 και θ b=0.76. Για τισ παραμζτρουσ αυτζσ θ 
γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ πυκνότθτασ πικανότθτασ (PDF 
Probability Density Function) που προκφπτει φαίνεται ςτθν εικόνα 80: 
 

 
Εικόνα 80: Κατανομι βιτα, οι παράμετροι είναι: a=4 και b=0.76 
 
 
 
 

 

10.3 Χαρακτηριςτικϊ εκθετικόσ κατανομόσ 

 
Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τθν εκκετικι κατανομι 
δίνεται από τον τφπο: 
 

         
 

 
 
 
 

                                          (38) 

Ππου Γ(x) είναι θ ςυνάρτθςθ γάμμα 
Για μ=0.086 προκφπτει θ PDF τθσ εικόνασ 81: 
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Εικόνα 81: Εκκετικι κατανομι, οι παράμετροσ  μ είναι 0.086. 

10.4 Χαρακτηριςτικϊ κατανομόσ γϊμμα 
 

Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τθν κατανομι γάμμα δίνεται 
από τον τφπο: 
 

           
 

      
      

 

                             (39) 

 
Η παράμετροσ α είναι 0.05 και θ b=0.2 
 

 
Εικόνα 82: Κατανομι γάμμα, οι παράμετροι είναι: α=0.05 και b=0.2. 
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10.5 Χαρακτηριςτικϊ λογαριθμοκανονικόσ κατανομόσ  

 
Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τθν λογαρικμοκανονικι 
(lognormal)  κατανομι δίνεται από τον τφπο: 
 

           
 

     
 
         

                                (40) 

 
Για ς=0.5 και μ=-2 ζχουμε: 
 

 
Εικόνα 83: Lognormal (λογαρικμοκανονικι) κατανομι, οι παράμετροι 
είναι: μ =-2 και ς=0.5 
 
 

10.6 Χαρακτηριςτικϊ κατανομόσ Weibull 

 
Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τθν κατανομι Weibull 
δίνεται από τον τφπο: 
 

                      
 

 
 
 

                        (41) 
 

Η παράμετροσ α είναι 0.5 και θ b=3.3. 
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Εικόνα 84: Lognormal (λογαρικμοκανονικι) κατανομι, οι παράμετροι 
είναι: α=0.5 και b=3.3 
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11. Αποτελϋςματα από την εκτϋλεςη των 

αλγορύθμων και ςύγκριςη των προςεγγύςεων 

για τισ παραπϊνω κατανομϋσ, των μη μηδενικών 

ςτοιχεύων με εύροσ τιμών [0,1], για διϊνυςμα 

200/20. 
 

11.1 Αλγόριθμοσ SPAL 

 

 
Εικόνα 85: Ρροςεγγίςεισ αραιϊν διανυςμάτων (200/20)  των οποίων τα 
μθ μθδενικά ςτοιχεία δθμιουργοφνται από διάφορεσ κατανομζσ, από 
τον αλγόρικμο SPAL.  
 
Ανεξάρτθτα από τθν κατανομι και από τo αρχικό ςφάλμα, ο 
αλγόρικμοσ SPAL χρειάηεται τον ίδιο περίπου αρικμό επαναλιψεων για 
να επιτφχει τθν ίδια προςζγγιςθ. Στο τζλοσ των επαναλιψεων για κάκε 
κατανομι το MSE είναι περίπου το ίδιο. 
Οι παράμετροι είναι:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S=20 δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=100 
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      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
Οι παράμετροι αυτζσ επιλζχτθκαν ϊςτε να ζχουμε τθν βζλτιςτθ 
προςζγγιςθ από πλευράσ ταχφτθτασ και ακρίβειασ. 
 

11.2 Αλγόριθμοσ Hero Sparse LMS 

 

 
Εικόνα 86: Ρροςεγγίςεισ αραιϊν διανυςμάτων (200/20)  των οποίων τα 
μθ μθδενικά ςτοιχεία δθμιουργοφνται από διάφορεσ κατανομζσ, από 
τον αλγόρικμο Hero Sparse LMS, τον απλοφςτερο LMS.  
 
 
 
 
Η ταχφτθτα προςζγγιςθσ εξαρτάται από το αρχικό ςφάλμα, δθλαδι τθν 
απόκλιςθ του αραιοφ διανφςματοσ που προςεγγίηεται από το ίδιου 
μικουσ διάνυςμα που αποτελείται από μθδενικά. Πςο θ διαφορά του 
αραιοφ διανφςματοσ, που κζλουμε να προςεγγίςουμε από το μθδενικό 
διάνυςμα είναι μεγαλφτερθ τόςο περιςςότερεσ επαναλιψεισ 
χρειάηονται για τθν προςζγγιςθ του. Επίςθσ παρατθροφμε ότι όποιο και 
αν είναι το αρχικό ςφάλμα MSE μετά τθν εκτζλεςθ κάποιου αρικμοφ 
επαναλιψεων το τελικό ςφάλμα είναι ίδιο για όλεσ τισ κατανομζσ. Η 
ςτακερά μ που χρθςιμοποιικθκε είναι μ=0.00555, ϊςτε να ζχουμε τθ 
βζλτιςτθ προςζγγιςθ. 
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11.3 Αλγόριθμοσ SPADOMP 

 

 
Εικόνα 87: : Ρροςεγγίςεισ αραιϊν διανυςμάτων (200/20)  των οποίων 
τα μθ μθδενικά ςτοιχεία δθμιουργοφνται από διάφορεσ κατανομζσ, από 
τον αλγόρικμο SPADOMP. 
 
Ραρατθροφμε ότι όςο μεγαλφτερο είναι το αρχικό MSE, τόςο 
περιςςότερεσ επαναλιψεισ χρειάηονται για να προςεγγιςτεί το αραιό 
διάνυςμα. Επίςθσ θ προςζγγιςθ που γίνεται για όλεσ τισ κατανομζσ 
είναι περίπου ίδια και το MSE κυμαίνεται ςτθν περιοχι από -25dB μζχρι 
-20dB. Τζλοσ βλζπουμε ότι ςτθ κατανομι γάμμα θ οποία ξεκινάει από 
το μικρότερο MSE καταλιγει να ζχει το μεγαλφτερο MSE μετά τθν 
εκτζλεςθ των επαναλιψεων ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ κατανομζσ. Να 
υπενκυμίςουμε ότι ςε αυτιν τθν κατανομι μεγαλφτερεσ πικανότθτεσ 
ζχουν να εμφανιςτοφν αρικμοί κοντά ςτο μθδζν και όχι ςτο ζνα.  Οι 
ςτακερζσ του αλγορίκμου είναι λ=0.05 και μ=0.02, ϊςτε να ζχουμε τθ 
βζλτιςτθ προςζγγιςθ. 
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12. Χρηςιμοπούηςη διαφορετικών παραμϋτρων 

ςτισ κατανομϋσ ώςτε τα μη μηδενικϊ ςτοιχεύα να 

παύρνουν τιμϋσ όχι από κϊποιο ςυγκεκριμϋνο 

εύροσ. 
 
Ραρακάτω δίνονται οι ςυναρτιςεισ πυκνότθτασ πικανότθτασ για τισ 
διάφορεσ κατανομζσ και οι παράμετροί τουσ. Οι εξιςϊςεισ των 
κατανομϊν είναι ίδιεσ με αυτζσ που αναφζρκθκαν ςτο προθγοφμενο 
υποκεφάλαιο. 
 

 
Εικόνα 88: Κατανομι βιτα, οι παράμετροι είναι: α=4 και b=1.2 
 

 
Εικόνα 89: Εκκετικι κατανομι, οι παράμετροι είναι: μ=0.6 
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Εικόνα 90: Κατανομι γάμμα, οι παράμετροι είναι: α=14 και b=1. 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 91:Κανονικι κατανομι. Η μζςθ τιμι είναι -2 και θ απόκλιςθ 
είναι 1.5 . 
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Εικόνα 92: Lognormal (λογαρικμοκανονικι) κατανομι, οι παράμετροι 
είναι: μ =0.2 και ς=0.3 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 93: Κατανομι Weibull,  oι παράμετροι είναι: α=7 και b=24 
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12.1 Αλγόριθμοσ SPAL 

 

 
Εικόνα 94: Ρροςεγγίςεισ αραιϊν διανυςμάτων (200/20)  των οποίων τα 
μθ μθδενικά ςτοιχεία δθμιουργοφνται από διάφορεσ κατανομζσ, από 
τον αλγόρικμο SPAL.  
 
Ραρατθροφμε, αρχικά, ότι για διαφορετικζσ κατανομζσ χρειάηεται 
διαφορετικόσ αρικμόσ επαναλιψεων ϊςτε να ζχουμε το ίδιο MSE. 
Ακόμα μετά τθν εκτζλεςθ του απαιτοφμενου αρικμοφ επαναλιψεων το 
τελικό MSE είναι περίπου το ίδιο για όλεσ τισ κατανομζσ. Οι κατανομζσ 
weibull και gamma παρόλο που ξεκινάνε από το ίδιο MSE χρειάηονται 
αρκετά διαφορετικό αρικμό επαναλιψεων για τθν ίδια προςζγγιςθ, 
αυτό ςυμβαίνει γιατί ςτθν κατανομι weibull (εικόνα 93) το εφροσ τιμϊν 
των ςτοιχείων του αραιοφ διανφςματοσ είναι πιο «ςτενο» από αυτό τθσ 
κατανομισ γάμμα (εικόνα 90). Το ίδιο ςυμβαίνει με τθν lognormal 
(εικόνα 92)  και normal (εικόνα 91)  κατανομι, θ lognormal που ζχει ζνα 
πιο «ςτενό» εφροσ προςεγγίηεται πιο αργά από τθν κανονικι. Τζλοσ το 
ίδιο μποροφμε να ποφμε για τισ κατανομζσ βιτα (εικόνα 88)  και τθν 
εκκετικι (εικόνα 89), θ βιτα προςεγγίηεται πιο γριγορα. 
Οι παράμετροι του είναι:  

 Το εφροσ του hyperslab ε=0.1*sqrt(noise_variance) = 0.1*0.1=0.01 
(εξίςωςθ (24)) 

 Η ακτίνα τθσ l1 μπάλασ και ιςοφται με S=20 δθλαδι είναι ίςθ με το 
πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του sparse διανφςματοσ 
(εξίςωςθ (23)) 

 Το πλικοσ των hyperslabs που ςυμμετζχουν ςτθν εκτίμθςθ που 
γίνεται ςε κάκε χρονικι ςτιγμι n, είναι  q=100 
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      (εξιςϊςεισ (26), (27)) 

 Η μεταβλθτι ε’
n που χρθςιμοποιείται ςτθ ςτάκμιςθ τθσ  l1 

μπάλασ, ϊςτε να μθν γίνεται διαίρεςθ με το μθδζν ιςοφται με 
0.0005, ε’

n =0.0005  (εξίςωςθ (32)) 
Οι παράμετροι είναι ίδιεσ με αυτζσ του πειράματοσ τθσ εικόνασ 85. 
 

12.2 Αλγόριθμοσ Hero Sparse LMS 

 

 
Εικόνα 95: Ρροςεγγίςεισ αραιϊν διανυςμάτων (200/20)  των οποίων τα 
μθ μθδενικά ςτοιχεία δθμιουργοφνται από διάφορεσ κατανομζσ, από 
τον αλγόρικμο Hero Sparse LMS, τον απλοφςτερο LMS.  
 
Τα ςυμπεράςματα παραμζνουν ίδια με τθν δοκιμι για τον LMS τθσ 
εικόνασ 86. Η ςτακερά μ που χρθςιμοποιικθκε είναι μ=0.00555, όπωσ 
και ςτο πείραμα τθσ εικόνασ 86, για να ζχουμε τθ βζλτιςτθ προςζγγιςθ 
από πλευράσ ταχφτθτασ και ακρίβειασ. 
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12.3 Αλγόριθμοσ SPADOMP 

 

 
Εικόνα 96: : Ρροςεγγίςεισ αραιϊν διανυςμάτων (200/20)  των οποίων 
τα μθ μθδενικά ςτοιχεία δθμιουργοφνται από διάφορεσ κατανομζσ, από 
τον αλγόρικμο SPADOMP. 
 
 
Ραρατθροφμε ότι θ ταχφτθτα προςζγγιςθσ για τισ διάφορεσ κατανομζσ 
διαφζρει αρκετά και δεν εξαρτάται από το αρχικό ςφάλμα. Το τελικό 
ςφάλμα MSE είναι περίπου ίδιο για όλεσ τισ κατανομζσ και βρίςκεται 
ςτο εφροσ από -30dB μζχρι -25dB. Τθν πιο αργι προςζγγιςθ τθν ζχουμε 
για τθν lognormal κατανομι και τθν πιο γριγορθ για τθν gamma. Στθν 
εικόνα 92 για τθν PDF τθσ lognormal κατανομισ παρατθροφμε ότι ζχει 
ζνα «ςτενό» εφροσ τιμϊν, δθλαδι το x ζχει μεγάλθ πικανότθτα ςε ζνα 
περιοριςμζνο εφροσ τιμϊν, ενϊ ςτθν κατανομι γάμμα το εφροσ αυτό 
είναι πολφ μεγαλφτερο όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 90.   Οι ςτακερζσ 
του αλγορίκμου που επιλζχτθκαν είναι λ=0.05 και μ=0.02 ϊςτε να 
ζχουμε γρθγορότερθ και ακριβζςτερθ προςζγγιςθ και είναι ίδιεσ με το 
πείραμα τθσ εικόνασ 87. 
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13. Συμπερϊςματα-Προτϊςεισ 
 

Ο αλγόρικμοσ που χρειάηεται τισ λιγότερεσ επαναλιψεισ είναι ο SPAL 
περιςςότερεσ επαναλιψεισ χρειάηεται ο SPADOMP ενϊ ο Hero LMS 
προςεγγίηει το αραιό διάνυςμα με πολφ πιο αργό ρυκμό. Από τθν 
πλευρά τθσ ακρίβειασ ο LMS είναι ο χειρότεροσ με ελάχιςτθ βελτίωςθ 
από τουσ ZA-LMS και RZA-LMS, o SPAL πετυχαίνει πολφ καλι ακρίβεια 
με MSE που κυμαίνεται από -30 ωσ -25 και ο SPADOMP πετυχαίνει τθν 
καλφτερθ ακρίβεια. Οι αλγόρικμοι SPAL και SPADOMP χρειάηεται να 
«γνωρίηουν» το πλικοσ των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του αραιοφ 
διανφςματοσ που προςεγγίηεται, δθλαδι τθν l0 norm, και ζτςι ςε 
περίπτωςθ που αλλάξει αυτι ενϊ εκτελείται ο αλγόρικμοσ δεν κα 
προςεγγιςτεί το καινοφργιο διάνυςμα εκτόσ εάν τθ ςτιγμι που αλλάηει 
το διάνυςμα ενθμερωκοφν οι παράμετροι των αλγορίκμων για τθ νζα l0 
norm του καινοφργιου διανφςματοσ. Ο LMS ωςτόςο δεν απαιτεί τθ 
γνϊςθ αυτισ τθσ παραμζτρου. Οι εκδοχζσ ZA-LMS και RZA-LMS όταν 
αλλάξει θ l0 norm του διανφςματοσ κα ικελαν μια μικρι ρφκμιςθ ςτισ 
παραμζτρουσ ρ,ε για να ζχουμε τθ βζλτιςτθ προςζγγιςθ ενϊ θ 
παράμετροσ μ δεν χρειάηεται να αλλάξει. Πταν αλλάηει το μικοσ του 
διανφςματοσ ςτον LMS χρειάηονται ρφκμιςθ και οι παράμετροι, ζτςι θ 
παράμετροσ μ όταν διπλαςιάηεται το μικοσ του διανφςματοσ πρζπει να 
υποδιπλαςιαςτεί. Στον SPADOMP θ ακριβισ ρφκμιςθ των παραμζτρων 
δεν είναι τόςο αναγκαία. Στον SPAL θ ρφκμιςθ αυτι είναι ακόμα πιο 
χαλαρι και για τισ ίδιεσ παραμζτρουσ ζχουμε πολφ καλά αποτελζςματα 
για διαφορετικά μικθ αραιϊν διανυςμάτων. Τζλοσ παρατθροφμε ότι 
όταν το διάνυςμα γίνεται μεγάλο τθσ τάξθσ των 1000 ςτοιχείων ο SPAL 
διατθρεί τα πλεονεκτιματα ςε ςχζςθ με τουσ άλλουσ αλγορίκμουσ και 
δεν χάνει οφτε ςε ακρίβεια οφτε ςε ταχφτθτα, ενϊ ο χρόνοσ εκτζλεςθσ 
παραμζνει μικρόσ. Στον αλγόρικμο LMS όςο μεγαλφτερο είναι το αρχικό 
ςφάλμα τόςο πιο αργι είναι θ προςζγγιςθ του αραιοφ διανφςματοσ. 
Στουσ αλγορίκμουσ SPAL και SPADOMP θ ταχφτθτα προςζγγιςθσ δεν 
εξαρτάται τόςο από το αρχικό ςφάλμα αλλά από τθν κατανομι των 
τιμϊν των μθ μθδενικϊν ςτοιχείων του αραιοφ διανφςματοσ, όταν το 
εφροσ του διαςτιματοσ που παίρνουν τιμζσ τα μθ μθδενικά ςτοιχεία 
είναι «ςτενό» θ προςζγγιςθ είναι πιο αργι. 
Πλοι οι αλγόρικμοι κα μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν 
αποτελεςματικά εκτόσ από τθ διαμόρφωςθ 2-PAM και για m-PAM 
ακόμα το x (βλ. εξίςωςθ (1)      

                 ) που ςτισ 
δοκιμζσ μασ παίρνει τισ τιμζσ +1 και -1, κα μποροφςε να παίρνει τιμζσ 
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όχι από ζνα ςφνολο με διακριτά ςτοιχεία αλλά από ζνα ςυνεχζσ 
διάςτθμα. Επίςθσ κα μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν διαμορφϊςεισ 
των οποίων το διάγραμμα αςτεριςμοφ ζχει παραπάνω από μία 
διάςταςθ και με παράλλθλθ επεξεργαςία για κάκε διάςταςθ κα 
προςεγγίηονταν το αραιό διάνυςμα ςτο οποίο αντιςτοιχεί θ κάκε 
διάςταςθ.     

 

14. Παρϊρτημα 
 

Ραρακάτω δίνεται ο κϊδικασ ςτο matlab των αλγορίκμων. 

14.1 Παρϊμετροι των Αλγορύθμων Hero LMS 

 

clear all; 
clc; 
N=100;               
S=20;                 
iterations=1500*N;     
iteraver=1;         
m=0.011; 
eps=200; 
r=0.00020; 

  
w=[randn(S,1);zeros(N-S,1)];  
w=w(randperm(N)); 
w=w'; 

 
x=randsrc(iterations,1);     

  
    for i=1:1:iterations/N 
        for j=1:1:N 
            x3(j,i)=x(i*j,1); 
        end 
    end                        

            
    for i=1:1:iterations/N        
         y(i)=w*x3(:,i)+sqrt(0.01)*randn; 
    end 

  
    for i=1:1:N 
         wcomp(N,i)=0;           
    end 
  

14.2 Αλγόριθμοσ Hero LMS 

 
    for i=1:1:iterations/N                               
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         e(i)=y(i)-wcomp(i,:)*x3(:,i); 
         wcomp(i+1,:)=wcomp(i,:)+m*e(i)*x3(:,i)';   
    end                                               

  
    for i=1:1:iterations/N                 
        er1(i)=sum((w-wcomp(i,:)).^2); 
    end 

     
    for i=1:1:N 
        wcomp(N,i)=0;           
    end 
  

 

14.3Αλγόριθμοσ RZA-LMS 
 
    for i=1:1:iterations/N                               
     for j=1:1:N                                    
         if wcomp(i,j)~=0    
             sgn(1,j)=wcomp(i,j)/abs(wcomp(i,j));  
         else 
             sgn(1,j)=0; 
         end 
     end 
    for k=1:1:N 
         wnorm=wcomp(i,k)^2; 
     end 
     wnorm=sqrt(wnorm); 
     e(i)=y(i)-wcomp(i,:)*x3(:,i); 
      wcomp(i+1,:)=wcomp(i,:)-r*(sgn(1,:)/(1+eps*wnorm))+m*(e(i)*x3(:,i)');                

  end  

                                                                         
  for i=1:1:iterations/N                 
      er2(i)=sum((w-wcomp(i,:)).^2); 
  end 

  

  

14.4 Αλγόριθμοσ ZA-LMS 
  
    for i=1:1:N 
        wcomp(N,i)=0;           
    end 

  
    for i=1:1:iterations/N                               
         for j=1:1:N                                    
             if wcomp(i,j)~=0    
                 sgn(1,j)=wcomp(i,j)/abs(wcomp(i,j));   
             else 
                 sgn(1,j)=0; 
             end 
        end 
    e(i)=y(i)-wcomp(i,:)*x3(:,i); 
    wcomp(i+1,:)=wcomp(i,:)-r*sgn(1,:)+m*e(i)*x3(:,i)';   
    end                                                             
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    for i=1:1:iterations/N                 
        er3(i)=sum((w-wcomp(i,:)).^2); 
    end 

  

   

  
figure; 

  
plot(1:iterations/N,10*log10(er1),1:iterations/N,10*log10(er3),1:iter

ations/N,10*log10(er2));     
title(['Hero Sparse LMS N=' , num2str(N) , ' S=',num2str(S),]); 
legend({'LMS', 'ZA-LMS', 'RZA-LMS'}) 
ylabel('Error(dB)'); 
xlabel('Iterations'); 

 

 

14.5 Αλγόριθμοσ SPADOMP 

 

clear all; 
clc; 

  
N=200;                %Αξηζκόο ζηνηρείσλ ηνπ αξαηνύ δηαλύζκαηνο c 
S=20;                 %Αξηζκόο ζηνηρείσλ ηνπ αξαηνύ δηαλύζκαηνο c ηα  

                      %νπνία δελ είλαη κεδέλ 
 

n=1500;               %Αξηζκόο επαλαιήςεσλ 
l=0.05;               %ηαζεξά ι 
m=0.02;               %ηαζεξά κ 
SNR=20;               %SNR ζε db 
stepas=0.007; 

 
c_or=[randn(S,1);zeros(N-S,1)]; %Δεκηνπξγία ηνπ αξαηνύ δηαλύζκαηνο  

                 c_or(N,1) ην νπνίν ζα πξνζεγγηζηεί κε ηνλ αιγόξηζκν 
 

c_or=c_or(randperm(N)); %Σπραία ηνπνζέηεζε ησλ κε κεδεληθώλ ζηνηρείσλ  

                         ζην sparse δηάλπζκα 

  
phi=randsrc(N,n);       %Δεκηνπξγία ηνπ πίλαθα Φ(Ν,n) πνπ απνηειείηαη  

     απν +1 θαη -1 

  
y=phi'*c_or+sqrt(1/(10^(SNR/10)))*randn; %Δεκηνπξγία ηνπ δηαλύζκαηνο  

 

y(n,1) θαη πξνζζήθε ζνξύβνπ  αλάινγα κε ην SNR πνπ έρνπκε επηιέμεη 

  
for b=1:1:N                         %  ΑΡΥΙΚΕ ΤΝΘΗΚΕ ΓΙΑ 

ΔΙΑΝΤΜΑΣΑ  

        ΚΑΙ ΠΙΝΑΚΕ..... 
    for dr=1:1:n                    %[.... 
        c(b,dr)=0; 
    end 
end 

  
for b=1:1:N 
    for dr=1:1:n 
        wl(b,dr)=0; 
    end 
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end 

  
for v=1:1:N 
    p(v,:)=0; 
end 

  

  
u(1,1)=y(1,1); 

  

  
for b=1:1:n 
    mult(b,1)=0; 
end                                  
                                    %.....] 

     

  
for i=2:1:n 

  
p(:,i)=l*p(:,i-1)+phi(:,i-1)*u(i-1,1);   

%Τπνινγηζκόο ηνπ signal proxy βήκα 1 p(:,i)--->p(n)     

  
max1=-100; 

  
for z=1:1:N   %Εύξεζε ηνπ κεγίζηνπ ζηνηρείνπ ηνπ p(:,i)--->p(n) πνπ 

ζα ρξεζηκνπνηεζεί αξγόηεξα γηα ηελ 
if abs(p(z,i))>max1   %εύξεζε ησλ 2*S κεγίζησλ ζηνηρείσλ ηνπ  

p(:,i)--->p(n) γηα ηελ εύξεζε ηνπ ζπλόινπ Ω 
       max1=abs(p(z,i)); 
   end 
end 

  
    steps1=round(max1/stepas); 
    for rt=1:1:steps1 
        for o=1:1:N 
            pos4(rt,o)=0; 
        end 
    end 
 

%Εύξεζε ησλ ζέζεσλ ησλ 2*S κεγαιύηεξσλ ζηνηρείσλ ηνπ p(:,i)--->p(n). 

Δειαδή ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ i (από 1 κέρξη n) εθηειείηαη έλαο άιινο 

βξόρνο θαη  
 

        f=1;                               

 

%ε κεηαβιεηή h κεηώλεηαη κε βήκα 0.005 θαη ζπγθξίλεηαη κε θάζε 

ζηνηρείν ηνπ p(n) κέρξη λα βξεζνύλ νη ζέζεηο ησλ 2*S κεγίζησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ p(:,i)--->p(n) 
 

        crit=0;                            

 

% κόιηο γίλεη απηό ν βξόρνο ζηακαηάεη θαη ζηε ζεηξά thes ηνπ πίλαθα 

pos4 κε 1  ζπκβνιίδνληαη ηα 2*S κεγαιύηεξα ζηνηρεία θαη ηα ππόινηπα 

κε κεδέλ  
        for h=max1:-stepas:0                   
            crit=0;                          
            for z=1:1:N 
                if (abs(p(z,i))>h)     

%Δειαδή ππνινγίδεηαη ην ζύλνιν Ω βήκα 2  

                    pos4(f,z)=1; 
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                else 
                    pos4(f,z)=0; 
                end 
                crit=crit+pos4(f,z); 
            end 

             
            if (crit>=2*S) 
                thes=f; 
                break; 

                 
            else 
                thes=2; 
            end 
            f=f+1; 

             
        end 
    for k=1:1:N                                     

%Εύξεζε ηεο ζέζεο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ c(k,i-1)--->c(n-1) πνπ δελ είλαη 

κεδέλ 
        if (c(k,i-1)>0) | (c(k,i-1)<0)     

%βήκα 3            pos2(k)=1; 
        else 
            pos2(k)=0; 
        end 
    end  

  
    for k=1:1:N                                       

%βήκα 3 εύξεζε ηνπ ζπλόινπ Λ 
        if (pos4(thes,k)==1) | (pos2(k)==1) 
            pos6(k)=1; 
        else 
            pos6(k)=0; 
        end 
    end 

     
        phit(i,:)=phi(:,i)';                         

%Εύξεζε ηνπ γηλνκέλνπ (Φ|Λ Σ)*(w|Λ(n-1))---->mult(i,1) 
        sum=0; 
        for sk=1:1:N 
            if pos6(sk)==1 
                    sum=sum+phit(i,sk)*wl(sk,i-1); 
            end 
        end 
        mult(i,1)=sum; 

  

         
        e(i,1)=y(i,1)-mult(i,1);                      

%Εύξεζε ηνπ e(n) βήκα 4 

     
        for asd=1:1:N 
            if pos6(asd)==1 
                wl(asd,i)=wl(asd,i-1)+m*phi(asd,i)*e(i,1);     

%Τπνινγηζκόο ηνπ w|Λ(n) βήκα 5 
            end 
        end 

     
    max=-100; 

  
    for z=1:1:N                                      
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%Εύξεζε ηνπ κεγίζηνπ ζηνηρείνπ ηνπ wl πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί αξγόηεξα 

γηα ηελ 
        if abs(wl(z,i))>max                          

%εύξεζε ησλ S κεγίζησλ ζηνηρείσλ ηνπ wl θαη ηνλ κεδεληζκό ησλ 

ππνινίπσλ ζηνηρείσλ 
            max=abs(wl(z,i)); 
        end 
    end 
    steps=round(max/stepas); 
    for rt=1:1:steps 
        for o=1:1:N 
            pos(rt,o)=0; 
        end 
    end     
    thes2=2; 
    if i>=2                                 

%Εύξεζε ησλ ζέζεσλ ησλ S κεγαιύηεξσλ ζηνηρείσλ ηνπ wl(:,i)---

>w|Λs(n). Δειαδή ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ i (από 1 κέρξη n) εθηειείηαη 

έλαο άιινο βξόρνο θαη  
        h=max;                               

%ε κεηαβιεηή h κεηώλεηαη κε βήκα stepas θαη ζπγθξίλεηαη κε θάζε 

ζηνηρείν ηνπ wl(:,i)--->w|Λs(n) κερξη λα βξεζνύλ νη ζέζεηο ησλ S 

κεγίζησλ ζηνηρείσλ ηνπ wl(:,i)--->w|Λs(n) 
        f=1;                                 

% κόιηο γίλεη απηό ν βξόρνο ζηακαηάεη θαη ζηε ζεηξά thes ηνπ πίλαθα 

pos κε 1  ζπκβνιίδνληαη ηα S κεγαιύηεξα ζηνηρεία θαη ηα ππόινηπα κε 

κεδέλ 
        crit=0; 
        for h=max:-stepas:0                   
            crit=0;                         
            for z=1:1:N 
                if (abs(wl(z,i))>h)           
                    pos(f,z)=1; 
                else 
                    pos(f,z)=0; 
                end 
                crit=crit+pos(f,z); 
            end 

             
            if (crit>=S) 
                thes2=f; 
                break; 

                 
            else 
                thes2=2; 
            end 
            f=f+1; 
        end 
    end 
    if thes2~=2                              

%Ελεκεξώλεηαη ν πίλαθαο c ζύκθσλα κε ηνλ wl, βήκα 7  
        for z=1:1:N 
            if (pos(thes2,z)==0) 
                c(z,i)=0; 
            else 

                 
                c(z,i)=wl(z,i); 
            end 

  
        end 
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    end 

     
    u(i,1)=y(i,1)-phit(i,:)*c(:,i);          

 

%Τπνινγηζκόο ηνπ u(n) βήκα 8 

  
end 
for q=2:1:n          

 

%Έδώ ππνινγίδεηαη ην ζθάικα γηα θαζε πξνζέγγηζε ηνπ c γηα n 

επαλαιήςεηο. 
    sum=0; 
    for sd=1:1:N 
        minus=c_or(sd,1)-c(sd,q); 
        minus=minus^2; 
        sum=sum+minus; 
    end 
    er4(q)=sum; 
end 

 

14.6 Αλγόριθμοσ SPAL 

 

Ο κϊδικασ ςτο matlab για τον αλγόρικμο SPAL βρίςκεται ςτθ 

διεφκυνςθ: http://cgi.di.uoa.gr/~stheodor/adaptivelearning.html 
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