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Περίληψη  
 

 

 

Η εργασία αυτή έχει ως στόχο τη δηµιουργία ενός (µη αναδροµικού) αλγόριθµου, 

που να κατασκευάζει όλες τις δυνατές ηµιοµάδες µε n-στοιχεία και στις οποίες να 

µπορούµε [θέτοντας κατάλληλα «φίλτρα»] να προσδώσουµε διάφορες επιθυµητές & 

συγκεκριµένες ιδιότητες (ως τέτοιες επιλέξαµε την συµµετρική ιδιότητα και την 

ιδιότητα του ταυτοδύναµου). 

Η εργασία χωρίζεται σε δύο µέρη. 

Στο πρώτο µέρος γίνεται η περιγραφή του απαραίτητου θεωρητικού πλαισίου, που 

περιλαµβάνει ορισµούς, ιδιότητες και εφαρµογές σχετικά µε έννοιες όπως: διµελής 

πράξη, ηµιοµάδα, οµάδα, πίνακας µίας πράξης, µοναδιαίο, διάταξη, semilattice, 

ταυτοδύναµο στοιχείο, ταυτοδύναµος πίνακας, ιδεώδες ηµιοµάδας, κανονική / απλή / 

πλήρης / αρχιµήδειας ηµιοµάδα, κ.α. 

Στο δεύτερο µέρος αναπτύσσεται ο αλγόριθµος, αφού πρώτα έχουµε ορίσει τις 

απαιτούµενες έννοιες της αφαίρεσης, του ταυτοδύναµου & συµµετρικού πίνακα, του 

ακεραίου µέρους και του «∆-αθροίσµατος». 

Στη συνέχεια γίνεται µία (συνοπτική) παράθεση µερικών εφαρµογών των ηµιοµάδων 

σε άλλους µαθηµατικούς τοµείς. 

Παρουσιάζεται ο ψευτοκώδικας του αλγορίθµου κατασκευής των ηµιοµάδων (και 

των ιδιοτήτων τους) καθώς και αναλυτικά στοιχεία για την πλήρη περιγραφή και 

επεξήγησή του (κάνοντας χρήση και παραδειγµάτων). 

Παρατίθενται τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από την παραπάνω µελέτη και 

ανάλυση, όπως και µία πρόταση «µελλοντικής κατεύθυνσης». 

Τέλος η εργασία ολοκληρώνεται µε την παράθεση της σχετικής βιβλιογραφίας.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λέξεις κλειδιά: 
Ηµιοµάδα, αλγόριθµος, διµελής πράξη, πίνακας, ταυτοδύναµος, συµµετρικός. 
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ΜΕΡΟΣ Α: ΤΟ ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 
 

 

 

Βασικοί ορισµοί 
 

 

Ορισµός Ηµιοµάδας 

Μια ηµιoµάδα είναι ένα σύνολο S  εφοδιασµένο µε µια διµελή πράξη (·) η οποία 

είναι προσεταιριστική.  

• Προσεταιριστική σημαίνει ότι , ,x y z S∀ ∈ ισχύει ( ) ( )· · · ·x y z x y z=  

• Από τα πιο απλά παραδείγματα ημιομάδας είναι οι φυσικοί αριθμοί ℕ

εφοδιασμένοι με την συνήθη πρόσθεση + . 

• Ένα άλλο παράδειγμα ημιομάδας είναι οι ακέραιοι αριθμοί ℤ  

εφοδιασμένοι με την συνήθη πρόσθεση + . 
 

Είναι αρκετά χρήσιµο να κάνουµε τις παρακάτω επιπλέον παρατηρήσεις: 

1. Κάθε σύνολο S εφοδιασμένο με μια διμελή πράξη το οποίο είναι ομάδα 

είναι και ημιομάδα 

2. Δεν είναι όλες οι ημιομάδες ομάδες. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µόνο µε πεπερασµένες ηµιοµάδες, δηλαδή σύνολα S

τα οποία είναι ηµιοµάδες αλλά ισχύει ότι | |S n= ∈ℕ  

 

Ας δούµε πως µπορούµε να αναπαραστήσουµε την διµελή πράξη µέσω του πίνακα 

της πράξης. 

 

Παράδειγµα Ηµιοµάδας και Πίνακας ∆ιµελούς Πράξης 

Αν θεωρήσουµε το σύνολο 
4

{0,1,2,3}=ℤ  µε πράξη την πρόσθεση κατά mod 4  

τότε ο πίνακας της πρόσθεσης είναι ο παρακάτω: 

 

+ 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 

 

 

 

Αν και το σύνολό µας 
4

ℤ  είναι οµάδα άρα και ηµιοµάδα είναι αρκετά εύκολο να 

φτιάξουµε εµείς τον πίνακα της διµελούς πράξης. 

∆εν είναι πάντα όµως έτσι! 
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Πολλές φορές η διµελής πράξη σε πεπερασµένες ηµιοµάδες δίνεται από τον πίνακα 

της διµελούς πράξης. Αυτό συνήθως γίνεται όταν το σύνολό µας δεν αποτελείται από 

αριθµούς αλλά από αφηρηµένα σύµβολα (a,b,c,…). 

 

Παράδειγµα Ηµιοµάδας και Πίνακας ∆ιµελούς Πράξης (2) 

Έστω το σύνολο { , , }S a b c=  τότε θα ορίσω την διµελή πράξη στο σύνολο µε βάση 

τον παρακάτω πίνακα: 

 

· a  b  c  

a  a  b  c  

b  b  a  c  

c  c  b  c  

 

Είναι αρκετά εύκολο να διαπιστώσουµε ότι , ,x y z S∀ ∈ ισχύει ότι ·( · ) ( · )·x y z x y z=  

 

Ένα άλλο παράδειγµα ηµιοµάδας είναι το παρακάτω: 

 

Παράδειγµα Ηµιοµάδας (3) 

Έστω 
1

1
0 1

n
S n

  
= ≥  

  
 τότε είναι αρκετά εύκολο να δείξουµε ότι για κάθε τριάδα 

πινάκων , ,A B C S∈  ισχύει ότι ( ) ( )A BC AB C= . 

 

Είδαµε ότι ένα σύνολο για να είναι ηµιοµάδα αρκεί να του ορίσουµε µια διµελή 

πράξη η οποία να είναι προσεταιριστική. Αν αρχίσουµε να εµπλουτίζουµε τη δοµή 

της ηµιοµάδας και µε άλλες ιδιότητες αρχίζουµε και παίρνουµε όλο και πιο 

ενδιαφέρουσες αλγεβρικές δοµές. 

 

Μέχρι στιγµής δεν έχουµε αναφέρει την έννοια του µοναδιαίου στοιχείου ή του 

αντιστρόφου. Αυτό κάνουµε στη συνέχεια: 

 

Ορισµός monoid (στα ελληνικά «µονοειδές» αλλά δεν είναι δόκιµο) 

Μια ηµιοµάδα S  καλείται monoid αν υπάρχει e S∈ τέτοιο ώστε για κάθε x S∈ να 

ισχύει ότι · ·e x x e x= =  

Παρατηρήσεις: 

• Αν υπάρχει e S∈ τέτοιο ώστε για κάθε x S∈ να ισχύει ότι ·e x x=  τότε 

λέγεται αριστερό μοναδιαίο (left identity). 
• Αν υπάρχει e S∈ τέτοιο ώστε για κάθε x S∈ να ισχύει ότι xe x=  τότε 

λέγεται δεξί μοναδιαίο (right identity). 
• Αν υπάρχει και δεξί και αριστερό μοναδιαίο τότε ταυτίζονται και είναι το 

μοναδιαίο της πράξης. 
 

Υπάρχουν πολλές εναλλακτικές για να κάνουµε πιο πλούσια τη δοµή µιας ηµιοµάδας. 

Ένα πολύ ισχυρό εργαλείο είναι η έννοια της διάταξης. 
 

H ύπαρξη της διµελούς πράξης δεν συνεπάγεται και την ύπαρξη διάταξης στην 

ηµιοµάδα. Παρακάτω διαπραγµατευόµαστε τις έννοιες της διάταξης σε µια ηµιοµάδα 

και κατ’ επέκταση της semilattice. 
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Ορισµός µερικής διάταξης (partial order) 

Έστω ένα σύνολο S τότε µια σχέση R S S⊆ × λέγεται σχέση µερικής διάταξης αν  

• Είναι αυτοπαθής δηλαδή αν για κάθε x S∈  ισχύει xRx  

• Είναι αντισυμμετρική δηλαδή για κάθε ,x y S∈ αν xRy και yRx  τότε 

x y=  

• Είναι μεταβατική δηλαδή αν για κάθε , ,x y z S∈ αν xRy και yRz  τότε 

xRz  

 

Άρα µπορούµε να εφοδιάσουµε µια ηµιοµάδα µε αρκετές διατάξεις, για παράδειγµα 

την ηµιοµάδα 
4

ℤ (η οποία είναι και οµάδα) µπορούµε να της δώσουµε την συνήθη 

διάταξη, δηλαδή 0 1 2 3≤ ≤ ≤ . 

Το ερώτηµα για τις ηµιοµάδες είναι ποιες διατάξεις εφοδιάζουν την ηµιοµάδα ώστε 

να την καταστήσουν µία ενδιαφέρουσα (αλγεβρική) δοµή. 

Για αυτό το λόγο θα δίνουµε τον παρακάτω ορισµό. 

 

Ορισµός ταυτοδύναµου στοιχείου (idempotent) 

Έστω S  µια ηµιοµάδα τότε ένα στοιχείο της x S∈  καλείται ταυτοδύναµο όταν 

ισχύει 2
·x x x x= =  

 

Παράδειγµα (1) Κατανόησης: 

Αν θεωρήσουµε το σύνολο 
4

{0,1,2,3}=ℤ  µε πράξη την πρόσθεση κατά mod 4  

τότε ο πίνακας της πρόσθεσης είναι ο παρακάτω: 

 

+ 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 

 

είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το µόνο ταυτοδύναµο στοιχείο είναι το 0 . 

 

Παρατήρηση: Όταν η ηµιοµάδα µας είναι και οµάδα [που σηµαίνει ότι υπάρχει 

αντίστροφος για κάθε στοιχείο] το µοναδικό ταυτοδύναµο στοιχείο είναι το 

µοναδιαίο. 

Για αυτό και δεν θα ασχοληθούµε, στη συνέχεια, µε οµάδες. 

 

Παράδειγµα (2) Κατανόησης: 

Έστω το σύνολο { , , }S a b c=  τότε αν ορίσω την διµελή πράξη στο σύνολο µε βάση 

τον παρακάτω πίνακα: 

 

· a  b  c  

a  a  b  c  

b  b  a  c  

c  c  b  c  

 

Είναι αρκετά εύκολο να διαπιστώσουµε ότι τα ταυτοδύναµα στοιχεία του είναι τα 

,a c . 
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Ορισµός  

Έστω S  µια ηµιοµάδα τότε θα συµβολίζουµε µε 
S

E  το σύνολο των ταυτοδύµων 

στοιχείων της ηµιοµάδας S  

 

 

Παράδειγµα ∆ιάταξης Ηµιοµάδας 

Το παρόν παράδειγµα είναι πολύ σηµαντικό για την κατανόηση της θεωρίας. 

Έστω S  µια ηµιοµάδα τότε αν 
S

E  είναι το σύνολο των ταυτοδύναµων στοιχείων της 

ηµιοµάδας τότε µπορούµε να εφοδιάσουµε το 
S

E  µε την εξής διάταξη: 

· ·e f e f e f e≤ ⇔ = =  

Tώρα το µόνο που µένει είναι να δείξουµε ότι η ≤  είναι σχέση µερικής διάταξης. 

• Προφανώς είναι αυτοπαθής μιας και κάθε στοιχείο είναι ταυτοδύναμο, 

άρα για κάθε 
S

x E∈  ισχύει ότι 2 2
x x x= =  και άρα x x≤  

• Είναι αντισυμμετρική γιατί αν  & x y y x xy y yx x xy≤ ≤ ⇒ = = = =  άρα 

x y=  

• Είναι μεταβατική γιατί είναι προσεταιριστική η διμελής πράξη. 
 

Tώρα που είδαµε ένα παράδειγµα διάταξης σε υποσύνολο µιας ηµιοµάδας και πιο 

συγκεκριµένα στο υποσύνολο των ταυτοδύναµων στοιχείων µπορούµε να ορίσουµε 

το semilattice. 

 

Ορισµός  semilattice 
 

Eνα  semilattice είναι  µια άλγεβρα  S = (S, ∗) η οποία 
ικανοποιεί, για όλα  τα  x, y, z ∈ S τα  παρακάτω: 

 
1. x ∗ x = x 

 
2.  x ∗ y = y ∗ x 

 
3.  x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z) 

 
δηλαδή semilattice είναι  µια µεταθετικη ταυτοδύναµη  

ηµιοµάδα. 
 
 

Θυµίζουµε ότι ταυτοδύναµο  είναι  ένα  στοιχείο x  µιας  

οµαδας ή  ηµιοµαδας οταν ισχυει 
x2

= 

x∗x=x 
 

αν ισχύει  για κάθε  στοιχείο της οµάδας ή της ηµιοµάδας 

τότε  λέγεται ταυτοδύναµη. 
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Σύντοµοι ορισµοί & ιδιότητες 
 
 
Ηµιοµάδα 
 

Ένα σύνολο A λέγεται ηµιοµάδα όταν µπορούµε να 

ορίσουµε σε αυτό το σύνολο µια διµελή  πράξη η όποια 

να  είναι  προσεταιριστική. 
 

Κάθε   οµάδα   είναι  και  ηµιοµάδα - το  αντίστροφο δεν  

ισχύει.  Πολλές φορές την  διµελή  πράξη που ορίζουµε   

στην  ηµιοµάδα την  παρουσιάζουµε µε τη  µορφή  

πίνακα όπως. 
 
 

Ορισµός µερικώς  διατεταγµένη ηµιοµάδα [po-semigroup] 
 

Mια µερικώς δ ι α τ ε τ α γ µ έ ν η  ηµιοµάδα είναι ένα 

διατεταγµένο σύνολο (S, ≤) το οποίο είναι ηµιοµάδα. 
 

Από τον  ορισµό  προκύπτει ότι  "a, b ∈ S ισχύει  ότι 

αν  a ≤ b 

τότε xa ≤ xb και  ax ≤ bx 
 
 

Ορισµός  δεξιού  ιδεώδους µερικώς  διατεταγµένης ηµιοµάδας 
 
 

Aν  S  είναι  µια  µερικώς   διατεταγµένη  ηµιοµάδα  τότε   

ένα  µη  κενό υποσύνολο της  S λέγεται δεξί  ιδεώδες 

(αντίστοιχα αριστερό) αν: 

1. AS Œ A 

2. Αν x ∈ A και  y ≤ x τότε  y ∈ A 

 

 

Ορισµός  ιδεώδους µερικώς  διατεταγµένης ηµιοµάδας 
 

Ένα  υποσύνολο A µιας  µερικώς  διατεταγµένης 

ηµιοµάδας S καλείται ιδεώδες όταν  είναι  και  αριστερό 

και  δεξί  ιδεώδες 
 
 

Ορισµός   δεξιάς   κανονικής  µερικώς   διατεταγµένης  ηµιοµάδας [right 

regular] 
 
Μια  µερικώς   διατεταγµένη ηµιοµάδα καλείται  right   
regular αν  για κάθε  a ∈ S υπάρχει x ∈ S τέτοιο ώστε  
a ≤ a2 x 

 
 
 

Ορισµός  αριστερής κανονικής µερικώς  διατεταγµένης ηµιοµάδας [left 

regular] 
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Μια µερικώς  διατεταγµένη ηµιοµάδα καλείται left 

regular αν για κάθε a ∈ S υπάρχει x ∈ S τέτοιο ώστε  

a ≤ xa2 
 
 

Ορισµός κανονικής  µερικώς   διατεταγµένης  ηµιοµάδας [regular  po- 

semigroup] 
 

Μια  ηµιοµάδα καλείται κανονική-regular αν για  κάθε  a ∈ S 

υπάρχει 
x ∈ S τέτοιο ώστε  a ≤ axa 

 
 

Ορισµός    πλήρους   κανονικής  µερικώς    διατεταγµένης   ηµιοµάδας 

[completely  regular po-semigroup] 
 

Μια  µερικώς  διατεταγµένη ηµιοµάδα καλείται πλήρης-
completely αν για  κάθε  a ∈ S υπάρχει x ∈ S τέτοιο 
ώστε  a ≤ a2 xa2 

 
 

Ορισµός    απλής  µερικώς    διατεταγµένης   ηµιοµάδας [simple po-

semigroup] 
 

Μια  µερικώς   διατεταγµένη ηµιοµάδα καλείται  απλή-
simple  αν  για κάθε  a,b∈ S υπάρχει x,y ∈ S τέτοιο 
ώστε  a ≤ xby 

 
 
Ορισµός intra-regular µερικώς    διατεταγµένης   ηµιοµάδας   [intra-regular 
po-semigroup] 
 

Μια  µερικώς   διατεταγµένη ηµιοµάδα καλείται  intra-
regular  αν  για κάθε  a ∈ S υπάρχουν x, y ∈ S τέτοια 
ώστε  a ≤ xa2 y 
 

 

Ορισµός  αρχιµήδειων ηµιοµάδων [archimedean semigroups] 
 

Μια  ηµιοµάδα καλείται αρχιµήδεια (ή έχει  την  
αρχιµήδεια ιδιότητα) αν είναι µεταβατική και ισχύει  ότι 
∀x, y ∈ S υπάρχει φυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε  
x|yn 

 
 

Ορισµός  right  duo 
 

Μια διατεταγµένη ηµιοµάδα καλείται right  duo  αν κάθε  

δεξί ιδεώδες είναι  και  ιδεώδες. 
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ΜΕΡΟΣ Β: ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ 
 

 

 

Βασικοί ορισµοί 
 

 

Πριν παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο θα δώσουµε τους απαραίτητους ορισµούς ώστε 

να κατανοηθεί πλήρως το πώς δουλεύει ο αλγόριθµός µας. 

 

Ορισµός Πίνακα ∆ιµελούς Πράξης
1
 

Έστω S ένα σύνολο µε | |S n= στοιχεία και *  µια διµελής πράξη ορισµένη στο 

σύνολο αυτό τότε  ένας πίνακας  n n×  της µορφής: 

 

*  1
a  ⋯  n

a  

1
a  

i
a  

 

k
a  

⋮  ⋮  ⋮  

n
a  

l
a  j

a  

Λέγεται πίνακας της διµελούς πράξης. 

∆ηλαδή ο πίνακάς µας έχει σαν στοιχεία, στοιχεία του συνόλου S . 

 

 

Πόρισµα 1 

Μια διµελής πράξη σε ένα σύνολο S µε | |S n= δεν είναι τίποτα άλλο από µια 

συνάρτηση :f S S S× ֏ και το πλήθος των δυνατών συναρτήσεων άρα και το 

πλήθος των δυνατών διµελών πράξεων είναι ίσο µε 
2

n

n . 

 

 

Βάσει του παραπάνω πορίσµατος συµπεραίνουµε ότι το πλήθος των δυνατών 

διµελών πράξεων για ένα σύνολο µε n  στοιχεία είναι ίσο µε 
2

n

n  

 

Ορισµός ταυτοδύναµου πίνακα 

Ένας πίνακας του οποίου όλα τα στοιχεία είναι ταυτοδύναµα
2
 ονοµάζεται ταυτοδύναµος 

πίνακας
3
.
 
 

 

 

Ορισµός συµµετρικού πίνακα 
Ένας τετραγωνικός πίνακας nxn λέγεται συµµετρικός, αν έχει την ιδιότητα: 

 

                                                 
1
 Στην τελική µορφή του αλγόριθµου κάνουµε χρήση & του µονοδιάστατου πίνακα 

(προκύπτει µε παράθεση των nxn στοιχείων ανά γραµµή, σε µορφή λίστας). 
2 Για τον ορισμό του ταυτοδύναμου στοιχείου παραπέμπουμε στη σελίδα 8 
3
 Αντίστοιχα: µία διµελή πράξη θα είναι ταυτοδύναµη, όταν ο πίνακάς της είναι 

ταυτοδύναµος. 
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,i j∀  με i i≠  αν ισχύει ότι 
ij ji
a a= 4 

 

 

Ορισµός ακεραίου µέρους 

Ακέραιο µέρος του πραγµατικού αριθµού χ ονοµάζεται ο µεγαλύτερος ακέραιος που 

δεν ξεπερνά τον χ και συµβολίζεται µε [χ] . 

Αυτό σηµαίνει ότι το [χ] είναι ο µοναδικός ακέραιος που ικανοποιεί τη σχέση 

                                              [χ]  ≤ χ < [χ]  + 1 . 
 

 

Παρατήρηση: Στον αλγόριθµό µας χρησιµοποιούµε µόνο µη αρνητικούς αριθµούς, 

οπότε η έννοια του ακεραίου µέρους ενός τέτοιου αριθµού ταυτίζεται µε την έννοια 

της αποκοπής του δεκαδικού του µέρους. 

 

 

Οι παρακάτω ορισµοί είναι δικοί µας και χρειάζονται για την λειτουργία του 
αλγορίθµου µας 

 

 

Ορισµός Αφαίρεσης  

Έστω S  ένα σύνολο τότε ορίζουµε την αφαίρεση [− ] στο σύνολο ως εξής: 

Για κάθε ,a b S∈ ορίζουµε 
0

1

a b
a b

a b

για

για

=
− = 

≠
 

 

 

Ορισµός ∆-αθροίσµατος 
S

D  

Έστω S ένα σύνολο µε | |S n= το πλήθος στοιχεία  και *  µια διµελής πράξη ορισµένη 

στο σύνολο, τότε µε τη χρήση της αφαίρεσης  ορίζουµε σαν ∆-άθροισµα 
S

D  

( )
, ,

( ) ( )S

x y z S

D x y z x y z
∈

= ∗ ∗ − ∗ ∗∑  

 

Ο ορισµός του 
S

D  αθροίσµατος γίνεται αντιληπτός από το παρακάτω πόρισµα. 

 

Πόρισµα 2 

Έστω S ένα σύνολο µε | |S n= το πλήθος στοιχεία  και · µια διµελής πράξη ορισµένη 

στο σύνολο  S τότε η διµελής πράξη είναι προσεταιριστική αν και µόνο αν 0
S

D = . 

Παρατηρήσεις: 

1. Το Δ-άθροισμα από τον ορισμό είναι μη αρνητικό. 
2. Θα είναι ίσο με 0αν και μόνο αν όλοι οι προσθετέοι είναι ίσοι με μηδέν, 

αυτό είναι ισοδύναμο με το εξής: για κάθε , ,x y z S∈ ισχύει ότι 

( ) ( )x yz xy z= και 

                                                 
4 Όπου 

ij i j
a a a=  
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3. Θα είναι διαφορετικό από το 0  αν και μόνο αν υπάρχουν , ,x y z S∈ τέτοια 

ώστε ( ) ( )x yz xy z≠ . 

 

 

 

 

 

Εφαρµογές των ηµιοµάδων 
 

 

Οι εφαρµογές των ηµιοµάδων είναι αρκετές, για παράδειγµα: 

 

1. Εφαρµογές των ηµιοµάδων στη µαθηµατική λογική. 

2. Εφαρµογές των ηµιοµάδων στην άπειρη συνδυαστική (σε συνδυασµό µε τη 

θεωρία υπερφίλτρων). 

3. Εφαρµογές των ηµιοµάδων στη θεωρία των µερικών διαφορικών εξισώσεων. 

4. Εφαρµογές των ηµιοµάδων στη θεωρία τελεστών. 

 

 

 

 

 

Ο ψευδοκώδικας του αλγόριθµου 
 

 

 

 

Άπληστος_Αλγόριθµος 
 

Αρχή 

 ∆ιάβασε τον αριθµό n  

 Θέσε το n2 ίσο µε n*n 

 Θέσε το flag ίσο µε 0 

 

 Για i=1 ως n2 

  data[i]=1 

 Για-τέλος 

 Αποθήκευσε πίνακα data[] 

 

 Για i=1 ως n^n2 

  Θέσε το Ds ίσο µε 0 

  Θέσε το tautodinama ίσο µε 0 

  Θέσε το simmetrikos ίσο µε 0 

 

  Για j=1 ως n2 

   Εάν flag=1 

    data[j]= data[j] + 1/n^(j-1) 

    Εάν data[j]≥n+1 τότε 
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     data[j]=1 

    Εάν-τέλος 

    Θέσε το data_int[j] ίσο µε akereo(data[j]) 

   Εάν-τέλος 

  Για-τέλος 

  Αποθήκευσε πίνακα data_int[] 

 

  Για q=1 ως n2 

   Για w=1 ως n2 

    Για e=1 ως n2 

Ds=Ds + (data_int[q] * (data_int[w] * 

data_int[e]) – (data_int[q] * data_int[w]) * 

data_int[e]) 

    Για-τέλος 

   Για-τέλος 

  Για-τέλος 

 

  Για j=1 ως n2 

   Εάν data_int[j]^2 = data_int[j] KAI Ds=0 τότε 

    Θέσε το tautodinama ίσο µε 1 

   Εάν-τέλος 

  Για-τέλος 

 

  Εάν n>1 τότε 

   Θέσε το data_2d[][] ίσο µε 2diastasis(data_int[]) 

 

   Για r=1 ως n 

    Για t=1 ως n 

     Εάν r<>t τότε 

Εάν data_2d[r][t]= data_2d[t][r] 

KAI Ds=0 τότε 

       Θέσε το simmetrikos ίσο µε 1 

      Εάν-τέλος 

     Εάν-τέλος 

    Για-τέλος 

   Για-τέλος 

  Εάν-τέλος 

 

  Εάν Ds=0 τότε 

   Αποθήκευσε “Ο πίνακας ",data_int[]," έχει Ds=0” 

  Εάν-τέλος 

  Εάν tautodinama=1 τότε 

   Αποθήκευσε “Ο πίνακας ",data_int[]," είναι ταυτοδύναµος” 

  Εάν-τέλος 

  Εάν simmetrikos=1 τότε 

   Αποθήκευσε “Ο πίνακας ",data_int[]," είναι συµµετρικός” 

  Εάν-τέλος 

  Θέσε το flag ίσο µε 1 

 Για-τέλος 

Τέλος 
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Περιγραφή της διαδικασίας εκτέλεσης του Αλγόριθµου 
 

 

1. Ο αλγόριθµος ζητάει από τον χρήστη να εισάγει το n. 

2. Αρχικοποιεί τα στοιχεία ενός µονοδιάστατου πίνακα n*n στοιχείων που το 

καθένα είναι η µονάδα (ο αριθµός 1). 

3. Για n^n^2 επαναλήψεις εκτελεί τα παρακάτω: 

a. Προσθέτει σε κάθε στοιχείο του πίνακα το 1/n^(i-1), όπου παράλληλα 

γίνεται έλεγχος για να µην ξεπεράσει τη τιµή του n. 

Αποθηκεύεται ο πίνακας αυτός. 

b. Σε ένα νέο πίνακα αποθηκεύεται το ακέραιο µέρος που έχει προκύψει 

από το προηγούµενο βήµα. 

c. Στη συνέχεια υπολογίζεται το Ds. 

d. Γίνεται έλεγχος για τον αν ο πίνακας είναι ταυτοδύναµος. 

e. ∆ηµιουργούµε ένα νέο δισδιάστατο πίνακα ακεραίων αριθµών µε πηγή 

τον προηγούµενο πίνακα και µε διαστάσεις nxn, όπου αυτόν τον 

πίνακα τον χρησιµοποιούµαι για να ελέγξουµε αν είναι συµµετρικός. 

f. Αποθηκεύεται ένα σχετικό µήνυµα αν ισχύει Ds=0. Επίσης 

αποθηκεύεται µήνυµα για το αν ο πίνακας είναι συµµετρικός ή/και 

ταυτοδύναµος. 
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Αναλυτικό παράδειγµα εφαρµογής του αλγορίθµου 

 

Θα πάρουµε ως παράδειγµα την περίπτωση συνόλου S µε 2n =
5
 στοιχεία. Έστω το 

σύνολο 
1 2

{ , }S a a= . 

 

Οι δυνατοί πίνακες διµελών πράξεων θα είναι 2�
�

= 16, συγκεκριµένα: 

 

Πίνακας 1 Πίνακας 2 Πίνακας 3 Πίνακας 4 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

1
a  

1
a . 

  

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

2
a  

2
a  

1
a  

1
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

1
a  

2
a  

2
a  

1
a  

Πίνακας 5 Πίνακας 6 Πίνακας 7 Πίνακας 8 

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

1
a  

1
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

2
a  

1
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

Πίνακας 9 Πίνακας 10 Πίνακας 11 Πίνακας 12 

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

2
a  

2
a  

1
a  

2
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

1
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

2
a  

Πίνακας 13 Πίνακας 14 Πίνακας 15 Πίνακας 16 

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

1
a  

2
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

2
a  

1
a  

 

· 1
a  

2
a  

1
a  

2
a  

2
a  

2
a  

2
a  

2
a  

 

 

Λόγω του ισοµορφισµού
6
 του {��, ��} µε το σύνολο {1, 2} οι πίνακες γίνονται: 

 

Πίνακας 1 Πίνακας 2 Πίνακας 3 Πίνακας 4 

· 1 2 

1 1 1 

2 1 1 
 

· 1 2 

1 2 1 

2 1 1. 
  

· 1 2 

1 1 2 

2 1 1 
 

· 1 2 

1 1 1 

2 2 1 

Πίνακας 5 Πίνακας 6 Πίνακας 7 Πίνακας 8 

 

· 1 2 

1 1 1 

2 1 2 
 

· 1 2 

1 2 2 

2 1 1 
 

· 1 2 

1 2 1 

2 2 1 
 

· 1 2 

1 1 1 

2 2 2 

                                                 
5 Διαλέξαμε το 2n = γιατί έχει τους λιγότερους υπολογισμούς (για n=3, οι δυνατοί συνδυασμοί 

πράξεων = πινάκων ανέρχονται σε 729). Αν θέλαμε να αποδείξουμε ότι δουλεύει για κάθε n

αρκεί η αναφορά στα πορίσματά μας και η απόδειξη είναι τετριμμένη. 
6 Δύο σύνολα είναι ισόμορφα (ή ισομορφικά) αν υπάρχει αμφιμονοσύμαντη («ένα προς ένα») & 

«επί» αντιστοιχία μεταξύ τους. 



 

18 

Πίνακας 9 Πίνακας 10 Πίνακας 11 Πίνακας 12 

 

· 1 2 

1 1 2 

2 1 2 
 

· 1 2 

1 2 1 

2 1 2 
 

· 1 2 

1 1 2 

2 2 1 

 

· 1 2 

1 1 2 

2 2 2 

Πίνακας 13 Πίνακας 14 Πίνακας 15 Πίνακας 16 

 

· 1 2 

1 2 2 

2 1 2 
 

· 1 2 

1 2 1 

2 2 2 
 

· 1 2 

1 2 2 

2 2 1 
 

· 1 2 

1 2 2 

2 2 2 

 

 

 

Ο αλγόριθµός µας λειτουργεί κατά γραµµή7 ως εξής: 

 

 

data[] data_int[] Ds 

Ταυτοδύναμος 

/  Συμμετρικός 

  1ος πίνακας 1 1 1 1 0 ΟΧΙ/ΝΑΙ 

  2ος πίνακας 2,000 1,500 1,250 1,125 2 1 1 1 >0 - 

  3ος πίνακας 1,000 2,000 1,500 1,250 1 2 1 1 >0 -  

  4ος πίνακας 1,000 1,000 2,000 1,500 1 1 2 1 >0 -  

  5ος πίνακας 1,000 1,000 1,000 2,000 1 1 1 2 >0 - 

  6ος πίνακας 2,000 2,500 1,750 1,375 2 2 1 1 >0 -  

  7ος πίνακας 2,000 1,500 2,250 1,625 2 1 2 1 >0 - 

  8ος πίνακας 1,000 1,000 2,000 2,500 1 1 2 2 >0 -  

  9ος πίνακας 1,000 2,000 1,500 2,250 1 2 1 2 >0 - 

10ος πίνακας 2,000 1,500 1,250 2,125 2 1 1 2 >0 - 

11ος πίνακας 1,000 2,000 2,500 1,750 1 2 2 1 0 ΟΧΙ/ΝΑΙ 

12ος πίνακας 1,000 2,000 2,500 2,750 1 2 2 2 >0 - 

13ος πίνακας 2,000 2,500 1,750 2,375 2 2 1 2 >0 - 

14ος πίνακας 2,000 1,500 2,250 2,625 2 1 2 2 >0 -  

15ος πίνακας 2,000 2,500 2,750 1,875 2 2 2 1 >0 - 

16ος πίνακας 2,000 2,500 2,750 2,875 2 2 2 2 0 ΟΧΙ/ΝΑΙ 

 

 

 

Σχόλιο: 
Το Ds = 0 σηµαίνει ότι η πράξη (·) που ορίζεται από τον αντίστοιχο πίνακα είναι 

προσεταιριστική και έτσι ορίζεται στο σύνολο S δοµή Αλγεβρικής Ηµιοµάδας. 

Η συµµετρικότητα καθώς και η ταυτοδυναµία του πίνακα (της πράξης) ελέγχεται 

µόνο όταν Ds = 0. 

 

 

 

 

                                                 
7 Δηλαδή πρώτα για τον «1ο πίνακα», μετά για τον «2ο πίνακα» κοκ 
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Συµπεράσµατα 
 

 

 

Ο αλγόριθµος στο σύνολό του είναι πολύ «έξυπνος», υπό την έννοια ότι παρά την 

λιτότητά του δουλεύει µε τρόπο που να ανταποκρίνεται πλήρως στον σκοπό του, 

δηλαδή: τη δηµιουργία ενός µαθηµατικού (& µη αναδροµικού) αλγόριθµου, ο οποίος 

να κατασκευάζει όλες τις δυνατές ηµιοµάδες µε n-στοιχεία και στις οποίες ηµιοµάδες 

να µπορούµε να προσδώσουµε διάφορες επιθυµητές & συγκεκριµένες ιδιότητες 

(ταυτοδυναµία & συµµετρικότητα). 

 
 
Όσο για την ορθότητα του αλγορίθµου αρκεί να ανακαλέσουµε τα θεωρήµατά µας 

[από το θεωρητικό πλαίσιο που έχει προηγηθεί της ανάπτυξης του αλγορίθµου]. 

Αν ο αλγόριθµός µας έβγαζε ένα σύνολο σαν ηµιοµάδα ενώ δεν ήταν, αυτό θα 

σήµαινε ότι το ∆-αθροισµα δεν είναι καλά ορισµένο, όµως αυτό δεν ισχύει µιας και 

έχουµε ήδη το παρακάτω πόρισµα 

 

 

Πόρισµα 2 

Έστω S ένα σύνολο µε | |S n= το πλήθος στοιχεία  και · µια διµελής πράξη ορισµένη 

στο σύνολο τότε η διµελής πράξη είναι προσεταιριστική αν και µόνο αν 0
S

D = . 

Παρατηρήσεις. 

Το ∆-άθροισµα από τον ορισµό είναι µη αρνητικό. Θα είναι ίσο µε 0 αν και µόνο αν 

όλοι οι προσθετέοι είναι ίσοι µε µηδέν, αυτό είναι ισοδύναµο µε το έξης: για κάθε 

, ,x y z S∈ ισχύει ότι ( ) ( )x yz xy z= και θα είναι διαφορετικό από το 0  αν και µόνο αν 

υπάρχουν , ,x y z S∈ τέτοια ώστε ( ) ( )x yz xy z≠ . 
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Μελλοντική κατεύθυνση 
 

 

Ο αλγόριθµός µας χαρακτηρίζεται ως (και για αυτό του προσδώσαµε και το όνοµα): 

Άπληστος, επειδή από ένα σύνολο n στοιχείων, δηµιουργεί όλους τους ��
�

 δυνατούς 

πίνακες (συνδυασµούς) που ορίζουν µία διµελή πράξη και σε επόµενο στάδιο 

«κρατάει» αυτούς που τελικά µας χρειάζονται, δηλαδή αυτούς όπου η πράξη είναι 

προσεταιριστική και άρα προσδίδουν στο σύνολο τη δοµή της Αλγεβρικής 

Ηµιοµάδας. 

Αυτό (σε συνδυασµό και µε την απαίτησή µας να µην χρησιµοποιηθεί 

αναδροµικότητα) «βαραίνει» τον αλγόριθµό µας και τον κάνει µη οικονοµικό (όσο το 

n µεγαλώνει) 

Ως µελλοντική εργασία θα µπορούσε να αποτελέσει αντίστοιχη προσπάθεια που θα 

τελειοποιεί τον αλγόριθµό µας, αποτρέποντάς τον να κατασκευάσει - αποθηκεύει 

όλους αυτούς τους δυνατούς πίνακες και να περιορίζεται στην κατασκευή εξ’ αρχής 

µόνο των χρήσιµων πινάκων, δηλαδή των ηµιοµάδων. 

Έτσι θα επιτευχθεί απλούστευση της υπολογιστικής πολυπλοκότητας, 

χαρακτηριστικό που δεν διαθέτει ο δικό µας αλγόριθµος. 
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